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Введение

Диссертационная работа посвящена экспериментальному изучению мно-

гоуровневых квантовых систем, реализованных на основе различных сте-

пеней свободы бифотонного поля. Рассматриваются вопросы связанные с

приготовлением и измерением квантовых состояний в контексте возмож-

ности их использования в различных протоколах квантовой информации.

Наука о квантовой информации, без сомнения, может быть названа од-

ной из наиболее бурно развивающихся в настоящее время областей фи-

зики. С фундаментальной точки зрения это наука о свойствах квантовых

систем, рассматриваемых как информационный ресурс. Со стороны при-

ложений основная практическая ценность этой деятельности заключается

в разработке различных квантово-информационных протоколов, позволя-

ющих решать задачи неразрешимые с точки зрения классической теории

передачи данных. Одним из наиболее известных результатов, доведенным

в настоящее время уже до коммерческих реализаций, являются протоколы

квантового распределения ключа, позволяющие обеспечить безусловную

секретность передаваемых сообщений, основывающуюся только на фунда-

ментальных запретах, вытекающих из квантовой природы используемых

носителей информации.

В некотором смысле, квантовая информация - это наука о кубитах,

простейших двухуровневых квантовых системах, состояния которых опи-
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сываются векторами в двумерном Гильбертовом пространстве:

|Ψ⟩ = c1 |0⟩+ c2 |1⟩ .

Кубит является элементарной единицей квантовой информации в том же

смысле, в каком «обычный» бит - единица информации классической. Ос-

новой для такого определения кубита является доказанная Шумахером

квантовая теорема кодирования [1], согласно которой, имея в своем распо-

ряжении достаточное количество кубитов, можно кодировать и передавать

состояния квантовых систем аналогично тому, как классические сообщения

кодируются в последовательности битов (двоичном коде). При этом ока-

зывается, что решить эту задачу с помощью сколь угодно большого числа

классических битов невозможно, т.е. квантовая информация в этом смысле

- объект совсем иной природы, чем информация классическая.

Одной из причин такого различия является существование в квантовых

системах корреляций, не имеющих классического аналога. Действительно,

если мы возьмем произвольное состояние некоторой d -уровневой системы

или, как принято говорить, кудита1

|Ψ⟩ = c1 |0⟩+ c2 |1⟩+ . . .+ cd |d⟩ ,

то в общем случае окажется невозможным представить его в виде произ-

ведения состояний подсистем меньшей размерности: |Ψ⟩ ̸= |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗

...⊗ |ψk⟩. В таком случае, говорят что система находится в перепутанном

(entangled) состоянии, в котором состояние всей системы вполне определе-

но, в то время как подсистемы находятся в смешанном состоянии. Пред-

ставить себе такую ситуацию в классической системе невозможно, что про-

является в принципиальных отличиях свойств квантовых корреляций от
1от английского quantum dit.
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классических. На основе этих отличий были сформулированы количествен-

ные критерии, позволяющие выяснить, описываются ли наблюдаемые в си-

стеме корреляции квантово-механически, или для их описания достаточно

классического рассмотрения - неравенства Белла и им подобные [2, 3, 4].

Неклассические свойства корреляций проявляются уже в простейшем

случае кукварта - системы двух перепутанных кубитов. Еще более интерес-

ной оказывается ситуация в системах большей размерности, где нарушения

неравенств Белла становится все более существенным с увеличением раз-

мерности [5, 6, 7]. С практической точки зрения интерес к кудитам вызван

новыми возможностями, которые открывает их использование в протоко-

лах квантовой информации. В частности, исследования показывают, что

протоколы квантового распределения ключа, использующие многоуровне-

вые системы в качестве носителей информации, обладают большей устой-

чивостью к шумам в канале связи [8, 9, 10, 11].

Кудиты могут быть реализованы как состояния систем самой различ-

ной физической природы. Одной из самых удобных реализаций представ-

ляется квантово-оптическая, основанная на использовании различных сте-

пеней свободы фотонов. Предельно возможная скорость распространения,

слабое взаимодействие с окружением, приводящее к практически полному

отсутствию декогеренции, делает фотоны идеальными носителями кванто-

вой информации. Одним из основных источников коррелированных фото-

нов, используемым в квантово-информационных экспериментах является

процесс спонтанного параметрического рассеяния света[12]. Пары фотонов,

рождающиеся в таком процессеб коррелированые по направлению распро-

странения, частоте и поляризации, принято называть бифотоном. Суще-

ствует несколько путей для экспериментальной реализации оптических ку-

дитов на основе бифотонов. Во-первых, можно использовать поляризаци-
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онные степени свободы фотонов пары. Такой способ подходит для систем

небольшой размерности (как правило, кутритов и куквартов). Второй спо-

соб состоит в использовании других степеней свободы фотона, например

частоты, или направления распространения. Здесь мы сталкиваемся с си-

туацией формально бесконечной размерности пространства состояний, по-

тенциально обладающего огромными информационными ресурсами. Воз-

никает естественный вопрос о количественной характеризации этих ресур-

сов, который как оказывается, тесно связан с вопросом о количественных

мерах перепутывания в таких системах. Оказывается возможным «дис-

кретизовать» пространство состояний введением счетного базиса из коге-

рентных мод. При особом выборе этого базиса (базис из так называемых

мод Шмидта), оказывается возможным в явном виде проследить межмо-

довые корреляции, характеризующие пространственное перепутывание в

бифотонной паре. Разработке экспериментальных методов приготовления

и измерения состояний кудитов на основе как поляризационных, так и про-

странственных степеней свободы бифотонов посвящена данная работа.

Актуальность работы обусловлена как фундаментальным интересом

к проблемам, связанным с экспериментальным контролем над свойствами

многоуровневых систем, так и возможным применением таких систем в

квантовых информационных протоколах.

Были сформулированы следующие задачи диссертационной работы:

1. Исследование вопроса о перепутывании в системе двух тождествен-

ных фотонов и корректном описании основанных на их использова-

нии квантово-информационных протоколов.

2. Разработка и реализация экспериментальных методов приготовления

произвольных чистых состояний поляризационных куквартов на ос-
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нове бифотонов, и изучение физических ограничений на чистоту при-

готавливаемых состояний.

3. Экспериментальное приготовление и квантовая томография смешан-

ных состояний поляризационных куквартов. Получение смешанных

состояний с различной степенью чистоты.

4. Разработка экспериментальных методов реализации проекционных

измерений в дискретном базисе когерентных мод Шмидта. Экспе-

риментальное исследование пространственного перепутывания в уг-

ловом спектре бифотонного поля на основе разложения по модам

Шмидта. Определение параметров этого разложения с помощью пря-

мых измерений.

Новизна диссертационной работы заключается в следующих положениях:

1. На примере протокола квантовой телепортации рассмотрен вопрос

об адекватности описания поляризационных состояний пары тожде-

ственных фотонов как состояний различимых кубитов.

2. Разработан экспериментальный метод приготовления произвольных

чистых состояний поляризационных куквартов использующий некол-

линеарный, частотно-невырожденный режим спонтанного парамет-

рического рассеяния. Исследовано влияние частотной дисперсии в

нелинейном кристалле на чистоту приготавливаемых состояний. По-

казана необходимость компенсации дисперсионных эффектов даже

при использовании непрерывной накачки и предложены методы осу-

ществления такой компенсации.

3. Произведена экспериментальная томография смешанных состояний

поляризационных куквартов на основе бифотонов, генерируемых в
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процессе спонтанного параметрического рассеяния с импульсной на-

качкой. Показана возможность экспериментального восстановления

смешанных поляризационных состояний с высокой точностью.

4. Разработаны методы реализации проекционных измерений в базисе

мод Шмидта для углового спектра бифотонного поля. Эксперимен-

тально исследована двумерная структура разложения состояния би-

фотона по базису мод Шмидта. Изучен вопрос о возможности при-

ближения мод Шмидта модами Гаусса-Эрмита.

Научная и практическая значимость диссертации состоит в воз-

можном использовании полученных результатов в задачах квантовой оп-

тики и квантовой информации:

• при реализации протоколов квантовой информации на многоуровне-

вых система;

• для экспериментального изучения перепутывания в пространствен-

ном спектре бифотонного поля.

Результаты работы прошли апробацию на следующих международ-

ных и российских конференциях:

IX международная молодежная научная школа «Когерентная оптика

и оптическая спектроскопия», Казань, Россия, 2006 г., международ-

ная конференция «Coherent Control of the Fundamental Processes

in Optics and X-ray-Optics (CCFP’2006)», Н.Новгород - Казань, Рос-

сия, 2006 г., международная конференция «X Международные чтения

по квантовой оптике», Самара, Россия, 2007 г., международная конфе-

ренция «17th International Laser Physics Workshop (LPHYS’08)»,
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Трондхейм, Норвегия, 2008 г., конференция «Поляризационная опти-

ка», Москва, Россия, 2008 г., международная конференция «18th International

Laser Physics Workshop», Барселона, Испания, 2009 г., международная

конференция «19th International Laser Physics Workshop», Фоз до

Игуасу, Бразилия, 2010 г., международная конференция «ICONO/LAT

2010», Казань, Россия, 2010 г.,

Диссертационная работа состоит из трех глав, введения и заклю-

чения

Первая глава в своей первой части содержит обзор существующих экс-

периментальных методов приготовления оптических многоуровневых си-

стем с акцентом на работах, посвященных поляризационным куквартам

и кутритам. Во второй части главы подробно рассмотрен вопрос об описа-

нии поляризационных состояний пар тождественных фотонов. Обсуждает-

ся вопрос об эквивалентности таких состояний паре различимых кубитов.

Подробно рассмотрен пример протокола квантовой телепортации в системе

тождественных фотонов.

Вторая глава посвящена методам приготовления и измерения состояний

поляризационных куквартов. В первой части рассмотрено приготовление

произвольных чистых состояний и эффекты частотной дисперсии, нега-

тивно сказывающиеся на качестве приготовления. Вторая часть посвящена

томографии смешанных состояний поляризационных куквартов.

Третья глава посвящена пространственным кудитам и корреляциям в

угловом спектре бифотонного поля. Рассмотрены эксперименты по экспе-

риментальному выделению мод Шмидта и изучению разложения углового

спектра бифотонного поля по базису из этих мод.

В заключении сформулированы основные выводы и результаты диссер-

тационной работы, представляющие собой суть выносимых на защиту
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положений.

1. Для экспериментального приготовления произвольных чистых состо-

яний поляризационных куквартов, можно использовать только два

нелинейных кристалла.

2. Частотная дисперсия в кристалле влияет на чистоту приготавливае-

мых поляризационных состояний. Этот нежелательный эффект мо-

жет быть устранен с помощью специально подобранного двулучепре-

ломляющего компенсатора.

3. Экспериментально реализован протокол квантовой томографии сме-

шанных состояний поляризационных куквартов. Продемонстрирова-

но высокое качество приготовления и восстановления состояний.

4. Проекционные измерения в базисе пространственных мод Шмидта

для углового спектра бифотонного поля могут быть реализованы с

помощью одномодового оптического волокна и преобразующих фа-

зовых голограмм.

5. Для мягкой фокусировки накачки пространственные моды Шмидта

близки к модам Гаусса-Эрмита. Коэффициенты разложения Шмидта

убывают экспоненциально.
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Глава 1

Кукварты на основе двухфотонных

поляризационных состояний

Оптические многоуровневые квантовые системы (системы с размерно-

стью гильбертова пространства состояний D ≥ 3) вызывают все больший

интерес, обусловленный во многом возможностью их применения в раз-

личных протоколах квантовой информации. Использование таких систем

(называемых далее оптическими кудитами) в качестве носителей инфор-

мации, имеет ряд преимуществ перед кодированием с помощью кубитов.

Второй важной областью применения кудитов является эксперименталь-

ная проверка оснований квантовой теории, в частности, проверка нера-

венств Белла. При этом оказывается, что использование многоуровневых

систем в ряде случаев позволяет увеличить количественный разрыв меж-

ду квантовыми и классическими корреляциями, и соответственно снизить

требования предъявляемые к детекторам и прочему экспериментальному

оборудованию (detection loophole). В связи с этим, развитие методов приго-

товления и характеризации различных состояний кудитов (quantum state

engineering) представляется актуальной задачей. В первой части данной

главы дается обзор существующих методов приготовления оптических ку-

дитов, основанных на использовании состояний бифотонного поля. Особое

внимание уделяется методам, использующим поляризационные состояния
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бифотонов, которые оказываются особенно удобными, поскольку позволя-

ют легко экспериментально реализовывать измерения и широкий класс

унитарных преобразований. Вторая часть главы посвящена подробному

рассмотрению поляризационных степеней свободы двухфотонных состоя-

ний. Особое внимание уделено учету роли бозонной перестановочной сим-

метрии при описании таких объектов.

§ 1.1. Методы приготовления оптических кудитов

В последнее время было предложено несколько различных способов ре-

ализации оптических кудитов. Можно выделить два основных подхода к

созданию многоуровневых оптических систем. Во-первых кудит, очевид-

но, можно реализовать как перепутанное состояние нескольких кубитов,

например нескольких фотонов, перепутанных по поляризации. Во-вторых

можно можно использовать степени свободы одного фотона, такие как ор-

битальный угловой момент, пространственные и частотные степени свобо-

ды. В контексте нашей работы, наибольший интерес представляют иссле-

дования, в которых использовались поляризационные и пространственные

степени свободы фотонов. Не претендуя на полноту изложения, приведем

краткий обзор предложенных методов.

п.1.1.1. Интерферометрические схемы (time-bin)

Первой экспериментальной реализацией кудитов с использованием ин-

терферометрических схем (перепутывание по переменным энергия-время)

была работа [13]. Схема использовавшейся экспериментальной установки

приведена на рис. 1.1.

Все элементы установки были реализованы в оптических волокнах. Па-
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ры фотонов рождались в процессе СПР в периодически поляризованном

кристалле ниобата лития, накачиваемом непрерывным излучением диод-

ного лазера на длине волны 657 нм. Фотоны разделялись на 50% воло-

конном светоделителе, каждый из выходов которого направлялся на вход

трехплечевого интерферометра, состоящего из так называемого, триттера

- симметричного трехмодового (с тремя входами и тремя выходами) свето-

делителя, с коэффициентами пропускания 0.33/0.33/0.33 и трех участков

волокон различной длинны - плеч интерферометра, оканчивающихся фара-

деевскими зеркалами. Обозначим интерферометры в двух каналах как A и

B. Интерферометры были разбалансированы, но длины соответствующих

плеч в каналах A и B были одинаковыми и подобраны таким образом, что

выполнялись соотношения: lA−mA ≈ mA−sA ≈ lB−mB ≈ mB−sB ≈ c∆τ ,

где l(m, s)A(B) - длины "длинного "среднего"и "короткого"плеча в каналах

A и B, соответственно. При выполнении этих условий, гистограмма време-

ни прибытия одного фотона относительно времени прибытия первого име-

ет характерную структуру с пятью максимумами. Центральный максимум

соответствует ситуации, в которой оба фотона прошли через плечи равной

длины, остальные - временной задержке в ±∆τ и ±2∆τ , соответственно.

Используемая разность длин плеч была подобрана таким образом, чтобы

длина когерентности сигнала СПР была много меньше, а длина когерентно-

сти накачки, наоборот, много больше разности длин плеч. Первое условие

обеспечивало отсутствие однофотонной интерференции, а второе - нераз-

личимость возможных путей. Фарадеевские зеркала использовались для

того, чтобы обеспечить ортогональность поляризационного состояния фо-

тона на выходе интерферометра состоянию на входе, независимо от того по

какому из плеч он прошел. Детектирование производилось с помощью трех

счетных фотодетекторов в каждом из каналов. Рассматривались события,
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приводящие к совпадению фотоотсчетов каких-либо из пар детекторов, в

пределах заданного временного окна (что, по сути, являлось так называе-

мой, постселекцией). Если обозначить фазы для кажого из двух фотонов,

набегающие в плечах интерферометров как αj, βj, то соответствующие со-

стояния будут иметь вид:

|ψ00⟩ =
1√
3

[
|00⟩+ ei(α1−α0+β1−β0+t) |11⟩+ ei(α2−α0+β2−β0+t) |22⟩

]
|ψ01⟩ =

1√
3

[
|00⟩+ ei(α1−α0+β1−β0) |11⟩+ ei(α2−α0+β2−β0−t) |22⟩

]
(1.1)

|ψ02⟩ =
1√
3

[
|00⟩+ ei(α1−α0+β1−β0−t) |11⟩+ ei(α2−α0+β2−β0) |22⟩

]
,

где, к примеру, |ψ01⟩ соответствует состоянию, приводящему к отсчетам

в детекторах 0A и 1B, а состояние |11⟩ - ситуации, при которой оба фото-

на прошли через "средние"плечи интерферометра, коэффициент t = 2π/3

связан со скачком фазы при отражении.

Рассмотренная схема может быть очевидным образом обобщена на со-

стояния размерности d > 3, однако это потребует использования много-

плечевых интерферометров, что сопряжено со значительными технологи-

ческими трудностями. Также следует отметить, что схема существенно ис-

пользует постселекцию, что тоже не является ее достоинством.

Интересная схема, позволяющая приготовлять состояния произволь-

ной размерности была предложена в работе [14]. Схема экспериментальной

установки приведена на рис. 1.2.

В рассматриваемом эксперименте накачкой для СПР служила после-

довательность фемтосекундных импульсов от титан-сапфирового лазера,

работавшего в режиме синхронизации мод, что обеспечивало фиксирован-

ные фазовые соотношения между различными импульсами. Пусть накачка

состоит из последовательности d импульсов, тогда состояние, генерируемое
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Рис. 1.1. Интерферометрическая схема приготовления перепутанных со-

стояний двух кутритов [13].

Рис. 1.2. Схема экспериментальной установки для приготовления кудитов

с помощью последовательности импульсов накачки [14].
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в процессе СПР, имеет вид:

|ψ⟩ =
d∑

j=1

cje
iφj |jA, jB⟩ , (1.2)

где |jA, jB⟩ соответствует паре фотонов в модах A и B, рожденных j-м им-

пульсом. Относительные фазы и амплитуды состояний могут изменяться

с помощью введения в накачку фазовых и амплитудных модуляторов. Ос-

новным недостатком такой схемы является необходимость использования

d-плечевого интерферометра для полной характеризации приготовленного

состояния. В рассматриваемой работе, однако, использовался двухплече-

вой интерферометр, для которого было получено следующее выражение

для зависимости видности двухфотонной интерференции от размерности

состояний на входе: V = Vmax(d − 1)/d, которое и проверялось экспери-

ментально. Значение Vmax ограничено сверху из-за возможности рожде-

ния более чем одной пары за импульс. Для него была получена оценка

Vmax = (0.97± 0.01). В работе [15] для анализа приготовленных аналогич-

ным образом состояний использовался интерферометр Фабри-Перо.

п.1.1.2. Схемы использующие орбитальный угловой мо-

мент фотонов

Основной идеей методов, рассматриваемых ниже1, является использо-

вание в качестве базисных состояний фотонов с отличным от нуля угловым

моментом. Как известно, таким свойством обладают, так называемые, мо-

ды Гаусса-Лаггера. Структура некоторых интересующих нас мод показана

на рис. 1.3.
1Этот и следующий пункт приведены здесь из соображений самодостаточности изложения. Значи-

тельно более подробный обзор работ посвященных пространственным корреляциям в СПР приведен в
главе 3.
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Здесь LGVpl означает, моду с p узлами в радиальном направлении и

топологическим зарядом l (при обходе вокруг центра пучка фаза меняется

на 2πl). Индекс l определяет угловой момент фотона в единицах ~. Моды

Гаусса-Лаггера образуют ортогональный базис, что делает их удобными

для реализации многоуровневых систем.

В работе [16] была экспериментально продемонстрирована возможность

приготовления перепутанных состояний кутритов с использованием ор-

битального углового момента. Использовались моды LG0l со значениями

l = −2,−1, ...2. Для создания пучков с ненулевым орбитальным момен-

том применялись фазовые голограммы. Кроме того, было показано, что с

помощью смещенной голограммы можно создавать суперпозицию Гауссо-

вой (LGV00) моды и моды LGV0l с хорошо определенными относительными

амплитудой и фазой (пример такой суперпозиции приведен на рис. 1.3 под

названием "c"mode). В измерительной части схемы использовались анало-

гичные голограммы, установленные перед одномодовыми волокнами, что

позволяло проектировать состояние на соответствующее голограмме. Схе-

ма экспериментальной установки приведена на рис. 1.4.

В каждую из двух пространственных мод неколлинеарного СПР поме-

щались две голограммы, первая из которых преобразовывала входную мо-

ду в суперпозицию LGV00 и LGV01, а вторая - LGV00 и LGV0−1. Смещением

этих голограмм по горизонтали и вертикали можно было контролировать

относительные амплитуды и фазы каждой моды.

Рассмотренная методика допускает обобщения на случай произвольной

размерности, теоретически рассмотренные, например, в работе [17].
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Рис. 1.3. Некоторые моды Гаусса-Лаггера.

Рис. 1.4. Схема приготовления перепутанных состояний двух кутритов с

использованием орбитального углового момента фотонов [16].
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п.1.1.3. Схемы использующие корреляции в угловом

спектре СПР

Пары фотонов, рождающиеся в процессе СПР, коррелированы по по-

перечным компонентам волновых векторов в силу условий пространствен-

ного синхронизма (или, что то же самое, закона сохранения импульса).

Корреляции такого рода могут быть использованы для приготовления пе-

репутанных состояний кудитов.

Эта идея была реализована в работе [18]. Схема эксперимента приведена

на рис. 1.5.

Коррелированные пары фотонов рождались в процессе неколлинеар-

ного СПР типа-II. В каждый из пучков помещалась маска с D щелями,

амплитудный коэффициент пропускания которой имел вид:

A(x) =

lD∑
l=−lD

∏(
x− ld

2a

)
, (1.3)

где
∏
(x) означает "прямоугольную"функцию, d - расстояние между

щелями, а a - ширина щели. Накачка фокусировалась таким образом, что-

бы размер пучка в плоскости масок был порядка ширины щелей. Вектор

состояния бифотона, прошедшего через маски, в таком случае имеет вид:

|ψ⟩ = 1

D

lD∑
l=−lD

eik(d
2l2/2zA) |l1⟩ |−l2⟩ , (1.4)

где

|lj⟩ =
√
a

π

∫
dqje

−iqj ldsinc(qja)
∣∣1qj⟩. (1.5)

Физически, состояние |lj⟩ соответствует ситуации при которой фотон в

моде j прошел через щель с номером l. Из вида вектора состояния (1.4)

ясно, что если фотон в моде 1 проходит через щель l, то соответствующий
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фотон в моде 2 проходит через щель −l. Состояние (1.4), таким образом

имеет вид максимально перепутанного состояния кудитов с d = 2lD (в экс-

перименте использовались маски с D = 4 и D = 8). Измерительная схема

была устроена следующим образом: 2 детектора с малой апертурой были

установлены после масок и объединены схемой совпадений. Положение од-

ного из детекторов фиксировалось около щели с некоторым номером l, вто-

рой же детектор сканировался. При этом совпадения отсчетов детекторов

наблюдались только при положении второго детектора, соответствующем

щели с номером −l. Скорость счета совпадений при различных положе-

ниях детекторов определяет коэффициенты в разложении |ψ⟩ по базису

состояний |l1⟩ |−l2⟩.

Аналогичная схема, но реализованная с помощью двумерной матрицы

из оптических волокон, была продемонстрирована в работе [19].

Заметим, что существует принципиальное ограничение на размерность

кудитов, которые можно приготовить в рассмотренных схемах. Оно опреде-

ляется степенью перепутанности состояния бифотона, которую можно при-

ближенно оценить как отношение ширины углового распределения единич-

ных отсчетов к ширине углового распределения совпадений в схеме рис. 1.5

при отсутствии масок (см. например, [20]).

п.1.1.4. Методы, основанные на использовании поля-

ризационных состояний бифотонов

Поляризационные степени свободы фотонов представляются особенно

удобным объектом для экспериментального приготовления состояний ку-

дитов. Основной причиной является простота осуществления поляризаци-

онных преобразований, для которых достаточно линейных оптических эле-
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ментов типа фазовых пластинок. Это позволяет легко контролировать при-

готовляемое состояние, что выгодно отличает данную группу методов от

рассмотренных ранее. Кроме того, разработанные методы поляризацион-

ной томографии позволяют в результате относительно простой процедуры

полностью восстанавливать вектор состояния приготовленной квантовой

системы.

По видимому, первой работой, в которой была предложена схема, поз-

воляющая приготавливать произвольное состояние поляризационного кут-

рита, была работа [21]. В работе рассматриваются поляризационные со-

стояния одномодовых бифотонов, генерируемых в процессе коллинеарного

вырожденного по частоте СПР. Вектор состояния такой системы имеет вид:

|ψ⟩ = c1 |2H , 0V ⟩+ c2 |1H , 1V ⟩+ c3 |0H , 2V ⟩ , (1.6)

где H и V - ортогональные поляризационные моды (для определенно-

сти, соответствующие горизонтальной и вертикальной поляризациям). Со-

стояния |2H , 0V ⟩ и |0H , 2V ⟩ соответствуют синхронизму типа-I, а состояние

|1H , 1V ⟩ - синхронизму типа-II. Экспериментальная установка изображена

на рис. 1.6.

В качестве накачки использовалась вторая гармоника фемтосекундно-

го лазера с шириной импульса порядка 100 фс на длине волны 800 нм.

После полуволновой пластинки HWP1 линейно поляризованная накачка

разделялась призмой глана, отражающей вертикально и пропускающей го-

ризонтально поляризованный свет. В отраженном плече повернутая на 450

полуволновой пластинкой HWP2 накачка рождала пары фотонов в двух

кристаллах BBO типа-I с ортогонально ориентированными осями (состоя-

ния |2H , 0V ⟩ и |0H , 2V ⟩), после чего отражалась УФ зеркалом. Вторая поля-

ризационная компонента накачки, после отражения от выходного дихро-
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Рис. 1.5. Схема приготовления перепутанных состояний кудитов с исполь-

зованием поперечных корреляций импульсов фотонов [18].

Рис. 1.6. Схема приготовления произвольного состояния поляризационно-

го кутрита [21].
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ичного зеркала интерферометра Маха-Цандера, рождала пары фотонов в

кристалле типа-II (состояние |1H , 1V ⟩). Относительные фазы φ12 и φ13 меж-

ду коэффициентами в (1.6) варировались с помощью пьезоподачи и пары

кварцевых пластинок с изменяемым наклоном, соответственно. Для ком-

пенсации групповых задержек использовались кварцевые пластины QP1 и

QP3. В измерительной части установки использовалась томографическая

схема, предложенная в [22]. Мера соответствия состояний, полученных в

результате эксперимента, ожидаемым (так называемая, fidelity) достигала

значений более 0.98, что свидетельствует о высоком качестве приготовле-

ния состояний.

В качестве недостатка рассмотренного метода можно отметить исполь-

зование импульсной накачки с вытекающими отсюда сложностями с обес-

печением заданных фазовых соотношений и необходимостью компенсации

групповых задержек.

Этих недостатков лишена схема предложенная в работе [23]. В работе

показано, что произвольное состояние кутрита или кукварта может быть

получено из немаксимально перепутанного состояния двух кубитов с помо-

щью локальных унитарных преобразований. В терминах поляризационных

состояний бифотонов произвольный кукварт имеет вид:

|ψ⟩ = c1 |H1H2⟩+ c2 |H1V2⟩+ c3 |V1H2⟩+ c4 |V1V2⟩ , (1.7)

где индексы 1 и 2 соответствуют двум различным пространственным мо-

дам. Существуют такие локальные (т.е. производимые только в одной из

пространственных мод) преобразования U и W , что:

|ψ⟩ = U ⊗W |χ⟩ , (1.8)
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где |χ⟩ = x |H1H2⟩+
√
1− x2 |V1V2⟩ - «затравочное» состояние. Схема пред-

ложенной установки приведена на рис. 1.7.

«Затравочное» состояние получается в результате двойного прохожде-

ния нелинейного кристалла, вырезанного для снхронизма типа-I непрерыв-

ной накачкой, поляризация которой поворачивается перед вторым прохо-

дом фазовой пластинкой. Изменение угла поворота соответствует измене-

нию x. Предложенная схема была экспериментально реализована в работе

[24]. С ее помощью были приготовлен полный набор состояний из взаимно

несмещенных базисов в пространстве кутритов с базисными состояниями{
|H1H2⟩ , |V1V2⟩ , |ψ+⟩ = 1/

√
2(|H1V2⟩+ |V1H2⟩)

}
.

Простая схема для приготовления определенного набора состояний по-

ляризационных куквартов была предложена и реализована эксперимен-

тально в работе [25]. В этой схеме невозможно приготовление произволь-

ного состояния, однако ее оказывается достаточно для получения всех со-

стояний из трех взаимно несмещенных базисов в пространстве куквартов,

что, как мы увидим далее, является важной для приложений задачей. Экс-

периментальная установка изображена на рис. 1.8.

Существенной особенностью этой схемы является использование только

одного кристалла для приготовления всех базисных состояний. Это оказы-

вается возможным при использовании частотно-невырожденного режима

СПР. Кристалл, вырезанный для коллинеарного частотно-невырожденного

синхронизма типа-I накачивается излучением непрерывного лазера (в ра-

боте использовался He-Cd). Состояние на выходе кристалла имеет вид:

|ψ⟩ = |H1H2⟩. С помощью кварцевых пластинок с переменной толщиной

это состояние преобразовывалось в остальные базисные. Переход к другим

базисам (например циркулярному), осуществлялся с помощью пластинок

QP и HP. Для анализа приготовленных состояний использовалась томогра-
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Рис. 1.7. Схема приготовления произвольного состояния поляризационно-

го кутрита с помощью локальных преобразований [23].

Рис. 1.8. Схема приготовления куквартов с помощью поляризационных

преобразований [25].
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фическая схема, подробно рассмотренная в [26]. Важным преимуществом

этого метода, помимо его простоты, является использование коллинеарно-

го режима СПР, что весьма удобно для применения в протоколах передачи

информации.

Хорошо известны схемы приготовления перепутанных белловских со-

стояний поляризационных куквартов [27, 28]. Обе схемы используют некол-

линеарный режим СПР, позволяя приготавливать поляризационно-угловые

белловские состояния вида |Hθ1Vθ2⟩±|Vθ1Hθ2⟩ и |Hθ1Hθ2⟩±|Vθ1Vθ2⟩, где θ1,2 -

индексы, обозначающие различные пространственные моды. Метод, пред-

ложенный в работе [27] использует неколлинеарный режим СПР с синхро-

низмом типа-II, а в работе [28] используются два кристалла с синхронизмом

типа-I.

Приготовлению поляризационно-частотных белловских состояний по-

священа работа [29]. Схема предложенной экспериментальной установки

приведена на рис. 1.9. Ключевым элементом схемы является интерферо-

метр Маха-Цандера, в оба плеча которого помещены кристаллы иодата

лития, вырезанные для коллинеарного, частотно невырожденного синхро-

низма типа-I. В одном из плеч интерферометра поляризация излучения

поворачивается полуволновой пластинкой, таким образом, на выходе ин-

терферометра поляризационное состояние бифотонного поля имеет вид

|Ψ⟩ = 1√
2
(|Hω1

Hω2
⟩+e−iφ |Vω1

Vω2
⟩), где относительную фазу φ между компо-

нентами состояния можно менять смещением подвижного зеркала M. При

φ = 0 генерируется белловское состояние |Φ+⟩, при φ = π - белловское со-

стояние |Φ−⟩. Состояние |Ψ+⟩ получается из |Φ−⟩ с помощью полуволновой

пластинки, ориентированной под углом 22.5◦. Для получения синглетного

состояния |Ψ−⟩ использовалась кварцевая пластинка QP, толщина которой

подбиралась так, чтобы набеги фаз между обыкновенной и необыкновен-
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ной волнами на частотах ω1 и ω2 отличались на π.

Заметим, что при увеличении мощности накачки или коэффициента па-

раметрического преобразования состояния поляризационно-частотных кук-

вартов переходят в, так называемые, «макроскопические аналоги состоя-

ний Белла» - неклассические состояния света с большим числом фотонов

на моду. Такой свет обладает необычными поляризационными свойствами

[30]. В частности макроскопический аналог синглетного состояния |Ψ−⟩ -

«скалярный свет», впервые описанный в работе [31], неполяризован как во

втором, так и в четвертом порядке по полю, более того, для него оказыва-

ются подавленными флуктуации всех параметров Стокса. Приготовление

макроскопических аналогов состояний Белла оказывается возможным в

схеме, полностью аналогичной представленной на рис. 1.9, что было недав-

но продемонстрировано экспериментально в работе [32].

§ 1.2. Бифотоны как поляризационные кукварты. Роль

перестановочной симметрии и законов сохране-

ния

Как мы видели выше, представление поляризационного состояния па-

ры фотонов в виде кутрита (при рассмотрении только поляризационных

степеней свободы) или кукварта (при наличии дополнительных простран-

ственных или частотных степеней свободы) общепринято в литературе. В

то же время под куквартом в квантовой теории информации понимают

состояние пары кубитов (вообще говоря, перепутанное), т.е. существенно

различимых двухуровневых систем. При этом фотоны в паре, с очевид-

ностью, представляют собой тождественные бозоны, что ставит вопрос об
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уместности такого описания и условиях его применимости. Неоднозначно-

сти возникают также при попытке описать перепутывание в бифотонных

системах, а именно некоторые факторизованные состояния поляризацион-

ных куквартов представляются перепутанными уже в силу бозонной пере-

становочной симметрии [33]. Ниже мы покажем, что под различимыми ку-

битами в описанных экспериментах следует понимать не состояния отдель-

ных фотонов пары, а некоторые инвариантные относительно перестановок

состояния в заданных модах поля. При этом трудностей с симметризацией

не возникает.

п.1.2.1. Эквивалентность поляризационных состояний

бифотонов и состояний пары перепутанных ку-

битов

Абстрактный кукварт представляет собой состояние квантовой системы

любой природы вида принадлежащее четырехмерному гильбертову про-

странству

|Ψ⟩(4) = c1 |0⟩+ c2 |1⟩+ c3 |2⟩+ c4 |3⟩ ∈ H(4).

Это состояние эквивалентно перепутанному состоянию пары кубитов

|Ψ⟩(4) = c1 |0⟩1 |0⟩2+c2 |0⟩1 |1⟩2+c3 |1⟩1 |0⟩2+c4 |1⟩1 |1⟩2 ∈ H(4) = H(2)⊗H(2),

где {|0⟩1,2 , |1⟩1,2 ∈ H(2)} - базисные состояния кубитов, принадлежащие

гильбертову пространству размерности два. Заметим, что возможность од-

нозначной расстановки индексов 1, 2, т.е. различимость кубитов - обяза-

тельное условие для введения в пространстве H(4) структуры тензорного

произведения. После того, как такая структура введена можно говорить

о перепутывании между кубитами 1 и 2. В частности, характеризовать ее
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с помощью количественных мер таких как concurrence [34]2 или число

Шмидта K, в рассматриваемом случае выражающимися следующим обра-

зом:

C = 2 |c1c4 − c2c3| ;K =
1

1− C2/2
. (1.9)

Если кубиты неразличимы, то в силу квантово-механического принципа

тождественности их состояние должно быть симметрично или антисиммет-

рично относительно перестановки индексов, нумерующих кубиты. В обоих

случаях, получаем:

|Ψ⟩(3) = c′1 |0⟩1 |0⟩2 +
c′2√
2
(|0⟩1 |1⟩2 ± |1⟩1 |0⟩2) + c′3 |1⟩1 |1⟩2 ∈ H(3),

т.е. размерность пространства состояний двух тождественных кубитов рав-

на трем, и оно не может быть представлено в виде тензорного произведения

подпространств меньшей размерности.

Перепутывание в системе двух различимых кубитов

Чтобы лучше представить себе роль требования различимости кубитов

при описании перепутывания, рассмотрим его с квантово-информационной

точки зрения, а именно, как ресурс необходимый для осуществления неко-

торых протоколов квантовой информации (например, телепортации). Возь-

мем ситуацию, типичную для многих квантово-информационных протоко-

лов: пусть две стороны, условно называемые Алисой и Бобом, имеют в

своем распоряжении n одинаковых копий двух-кубитной системы в, вообще

говоря, смешанном состоянии ρ (у каждого из них при этом находится толь-

ко одна из частиц пары). Обе стороны имеют возможность производить
2В работах [34, 35] дается более общее определение concurrence, позволяющее определять степень

перепутанности смешанных состояний пар кубитов, приведенные формула является его частным слу-
чаем для кукварта в чистом состоянии.
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со своей половиной пары любые локальные преобразования и измерения

и обмениваться информацией по классическому каналу (Local Operations

and Classical Communication). С помощью только таких операций Алиса и

Боб могут преобразовать n копий состояния ρ в m копий состояния Белла

|Ψ−⟩ = 1
2(|0⟩1 |1⟩2 − |1⟩1 |0⟩2) (значение m точно определено лишь в асимп-

тотике больших n), эту процедуру называют очищением перепутывания

(entanglement distillation). Величина ED = lim
n→∞

m
n , называемая перепуты-

ванием очищения (entanglement of distillation) характеризует степень пере-

путывания системы относительно синглетного белловского состояния [36].

Приняв теперь перепутывание очищения белловского синглета за единицу

(так называемый ebit), мы получим величину, изменяющуюся от 0 до 1,

равную 0 для факторизуемых состояний и 1 для максимально перепутан-

ных белловских состояний.

Информационный смысл введенной меры можно выяснить, если рас-

смотреть, например, один из вариантов использования перепутанных со-

стояний в протоколах коррекции ошибок [37]. Пусть Алиса и Боб ставят

своей целью обмен квантовой информацией с помощью неидеального, шу-

мящего канала. Для этого, Алиса готовит n двухчастичных систем в со-

стоянии |Ψ−⟩ и отправляет Бобу одну из частиц каждой пары. После про-

хождения через шумящий канал частицы оказываются в состоянии ρ. Вос-

пользовавшись процедурой очищения перепутывания, Алиса и Боб полу-

чат ED(ρ)×n копий |Ψ−⟩, которые могут быть использованы для передачи

ED(ρ)× n кубит информации посредством телепортации.

Аналогичным образом определяется перепутывание создания EF (ρ) (en-

tanglement of formation), характеризующее количество ebit (белловских сигле-

тов) необходимое для создания состояния ρ с помощью LOCC (так назы-

ваемое разбавление перепутывания (entanglement dilution)) [38].
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Для чистых состояний оказывается возможным введение универсаль-

ной меры перепутывания. В работе Беннетта и соавторов [36] было пока-

зано, что для чистого состояния ρ = |Ψ⟩ ⟨Ψ| где Ψ ∈ H(n) выполняется

равенство

ED(ρ) = EF (ρ) = E(ρ), (1.10)

где E(ρ) - энтропия фон Неймана, определяемая как

E(ρ) = −Trρ1 log2 ρ1 = −Trρ2 log2 ρ2, (1.11)

где ρ1,2 = Tr2,1ρ - матрицы плотности каждой из подсистем. Можно пока-

зать [34, 35], что энтропия является монотонной функцией concurrence, т.е.

их использование для характеризации перепутывания эквивалентно.

Мы видим, что в самом определении перепутывания как информаци-

онного ресурса существенно используется понятие локальных преобразова-

ний. Таким образом, прежде чем говорить о перепутывании в некоторой

физической системе, необходимо определить класс физически реализуемых

локальных преобразований, осуществляемых над подсистемами. В работах

[39, 40] показано, что именно локальные наблюдаемые определяют разбие-

ние системы на составляющие подсистемы и соответствующую структуру

тензорного произведения на пространстве состояний. Разделение на подси-

стемы очевидно, если кубиты реализованы как состояния двух различимых

частиц. В интересующем же нас случае двух тождественных бозонов тре-

буется дополнительное рассмотрение.

Перепутывание в системе двух тождественных фотонов

В экспериментах о куквартах говорят в случае, когда помимо поляриза-

ционных степеней свободы присутствует еще одна - фотоны могут населять
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одну из двух хорошо определенных пространственных или частотных мод,

характеризуемых волновым вектором k⃗j, j = {1, 2}. Обозначим одноча-

стичные состояния следующим образом

|φJ(i)⟩ = a†J |vac⟩ , ∈ H, ΩJ = {1H, 1V, 2H, 2V } (1.12)

Далее для краткости индекс J = jH или J = jV обозначает состояние

с волновым вектором k⃗j и базисными состояниями поляризации H и V ,

а индекс i обозначает совокупность переменных, относящихся к i-й части-

це. Одночастичное пространство состояний H оказывается таким образом

четырехмерным. Вектор состояния пары фотонов с учетом бозонной сим-

метрии принимает вид

|ΨJ1,J2⟩ = a†J1a
†
J2
|vac⟩ = 1√

2!

∑
P2

|φJ1(i1)⟩ ⊗ |φJ2(i2)⟩ , (1.13)

где P2 означает суммирование по перестановкам номеров фотонов

Pn =

 J1 J2

i1 i2

 , Jk ∈ ΩJ , k = 1, 2. (1.14)

При этом состояние пары фотонов - вектор в гильбертовом пространстве

размерности 10: |ΨJ1,J2⟩ ∈ H(10).

В такой системе могут присутствовать два типа корреляций: корреля-

ции, обусловленные только перестановочной симметрией частиц, и допол-

нительные корреляции, подобные тем, что рассмотрены выше для разли-

чимых кубитов. В общем случае их сложно разделить, поэтому в лите-

ратуре часто говорят просто о «квантовых корреляциях», количественной

мерой которых является энтропия фон Неймана одночастичных подсистем

[41, 42]. Чисто «перестановочные» корреляции не являются перепутыва-

нием в квантово-информационном смысле, поскольку для конкретной ча-
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стицы из пары невозможно даже в принципе определить локальные преоб-

разования в силу принципа тождественности3. Естественным образом воз-

никает вопрос о возможности реализации различимых кубитов в системах

тождественных частиц и возможности перенесения на них хорошо извест-

ных результатов квантовой информации.

В важнейшем для нас случае бифотонов рождающихся в процессе СПР,

эту трудность можно обойти благодаря дополнительному ограничению на

число частиц в пространственных модах. Действительно, законы сохране-

ния энергии и импульса для фотонов пары (условия фазового синхронизма)

делают невозможной ситуацию, при которой оба фотона окажутся в моде с

одинаковым волновым вектором k⃗j
4. Т.е. эффективно десятимерное мерное

гильбертово пространство сводится к четырехмерному подпространству со-

стояний натянутом на базисные вектора

{a†1Ha
†
2H |vac⟩ , a†1Ha

†
2V |vac⟩ , a†1V a

†
2H |vac⟩ , a†1V a

†
2V |vac⟩}.

Именно состояния из этого пространства мы будем в дальнейшем называть

«поляризационными куквартами». Это пространство может быть отож-

дествлено с пространством состояний двух различимых кубитов. Важно

отметить, что «эффективными кубитами», т.е. физически различными под-

системами, в данном случае будут не поляризационные состояния какого-

либо одного фотона5, а однофотонные состояния совокупности двух по-

ляризационных мод с одним волновым вектором, которые естественно об-

ладают необходимой перестановочной симметрией. Т.е. имеем простран-
3Тем не менее, вопреки распространенному мнению, эти корреляции в бифотонных системах физи-

чески значимы и тесно связаны, например, с поляризационными свойствами одномодовых бифотонов
(«поляризационных кутритов»), которые непосредственно проявляются в экспериментах [33].

4Это можно назвать правилом суперотбора по числу частиц
5Это некорректное утверждение часто встречается в литературе и приняло форму общепринятого

«сленга» затрудняющего понимание – постоянно приходится слышать о «различимых фотонах», хотя
речь идет, естественно, об эквивалентных кубитах в смысле определенном в тексте.
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ства состояний с базисами {|11H , 01V ⟩ , |01H , 11V ⟩} и {|12H , 02H⟩ , |02H , 12V ⟩}

для для поляризационных кубитов 1 и 2, соответственно. Локальным опе-

рациям над кубитами соответствуют поляризационные преобразования и

измерения, производимые в каждой из пространственных мод по отдель-

ности, которые всегда можно осуществить в эксперименте, в отличие от

преобразований над конкретным фотоном. Аналогичный подход для си-

стем тождественных фермионов использовался в работе [43], а вопросы

количественной характеризации перепутывания «эффективных кубитов»

подробно обсуждались в работе [44].

Такой способ разделения пространства состояний поляризационного кук-

варта на подсистемы, представляющие собой различимые поляризацион-

ные кубиты, позволяет разделить два типа перепутывания - чисто симмет-

рийные корреляции и дополнительное перепутывание между введенными

поляризационными кубитами. Действительно, рассмотрим произвольное

состояние поляризационного кукварта вида

|Ψ⟩ = c1a
†
1Ha

†
2H |vac⟩+ c2a

†
1Ha

†
2V |vac⟩+ c3a

†
1V a

†
2H |vac⟩+ c4a

†
1V a

†
2V |vac⟩ .

(1.15)

Поляризационное состояние моды j, т.е. состояние j-го кубита, описыва-

ется редуцированной матрицей плотности, матричные элементы которой

вычисляются следующим образом:

⟨njH , njV | ρj
∣∣n′jH , n′jV ⟩ = ∑

nkH ,nkV

⟨njH , njV , nkH , nkV | ρ
∣∣n′jH , n′jV , nkH , nkV ⟩,

(1.16)

где ρ = |Ψ⟩ ⟨Ψ| - поляризационная матрица плотности кукварта. Отлич-

ны от нуля только матричные элементы с njH + njV = n′jH + n′jV = 1 и

искомая матрица плотности, например кубита 2, в базисе однокубитных
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поляризационных состояний имеет вид

ρ2 =

 |c1|2 + |c3|2 c1c2
∗ + c3c4

∗

c1
∗c2 + c3

∗c4 |c2|2 + |c4|2

 . (1.17)

Собственные значения у ρ1 и ρ2, естественно, совпадают, как и должно быть

в двухкомпонентной системе. Вычисляя энтропию S(ρj) = −Trρj log2 ρj по-

лучим выражение S(ρj) = −
∑

i=1,2 λi log2 λi, с λi = 1
2(1±

√
1− C2), где ве-

личина «concurrence» C = 2|c1c4−c2c3| имеет в точности такой же вид, как

и полученное Wooters’ом выражение для случая двух различимых кубитов.

Эта энтропия характеризует именно перепутывание между поляризацион-

ными кубитами, поэтому условие S = 0 не означает полного отсутствия

корреляций между фотонами [33]. Однако, именно такое определение пере-

путывания поляризационных куквартов представляется оправданным для

описания экспериментальных ситуаций, рассматриваемых в дальнейшем.

Заметим, что если пространственные моды могут быть населены более

чем одним фотоном, локальные преобразования будут включать в себя и

преобразования изменяющие числа фотонов, которые затруднительно реа-

лизовать экспериментально. Заметим также, что случай поляризационного

кутрита реализуется, когда «эффективные кубиты» оказываются тожде-

ственными, т.е. обе пространственные моды совпадают. В такой системе

остаются только бозонные корреляции между фотонами пары.

п.1.2.2. Квантовая телепортация в системе тождествен-

ных фотонов

В качестве примера, поясняющего приведенный выше анализ, рассмот-

рим протокол квантовой телепортации в случае, когда все три системы,

использующиеся в протоколе – тождественные бозоны. Нетрудно убедить-
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ся, что телепортация в системе трех тождественных кубитов оказывается

невозможной. Это является следствием того, что размерность простран-

ства состояний двух различимых кубитов равна четырем, а двух тожде-

ственных кубитов, из-за симметриизации оказывается равной трем. Мо-

жет показаться, что схема телепортации для различимых частиц напря-

мую неприменима к реальной ситуации с тождественными частицами, и

поэтому интерпретация того что наблюдается в экспериментах [45, 46, 47]

некорректна, поскольку используются результаты для различимых частиц.

Слова о том, что тождественность частиц не важна в процессе телепорта-

ции произносились и ранее [48], однако, насколько нам известно, четких

разъяснений этого обстоятельства никто не сделал.

Для сравнения и самодостаточности изложения приведем сначала схе-

му телепортации неизвестного состояния кубита для различимых частиц,

следуя [49].

Перепутанное состояние двух различимых кубитов есть∣∣Φ+
12

⟩
=

1√
2
(|01⟩ ⊗ |02⟩+ |11⟩ ⊗ |12⟩) ∈ H1 ⊗H2, (1.18)

здесь |01,2⟩, |11,2⟩ ∈ H1,2 – ортонормированные базисные векторы для раз-

личимых частииц 1 и 2, и, соответственно, двумерные пространства со-

стояний. Пусть неизвестное квантовое состояние третьей частицы, которое

требуется телепортировать, есть

|φ3⟩ = α|03⟩+ β|13⟩ ∈ H3, (1.19)

Общее состояние трех разных частиц есть

|φ3⟩ ⊗ |Ψ+
12⟩ ∈ H3 ⊗H1 ⊗H2. (1.20)

Процесс телепортации сводится к проекционному измерению в базисе со-

стояний Белла частиц 1 и 3. Любое измерение в квантовой механике описы-
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вается разложением единицы в некотором пространстве состояний, в нашем

случае в H3 ⊗H2 ⊗H1

I123 = I2⊗I13 = I2⊗(|Ψ+
13⟩⟨Ψ+

13|+|Ψ−
13⟩⟨Ψ−

13|+|Φ+
13⟩⟨Φ+

13|+|Φ−
13⟩⟨Φ−

13|), (1.21)

|Φ±
13⟩ =

1√
2
(|01⟩ ⊗ |03⟩ ± |11⟩ ⊗ |13⟩), |Ψ±

13⟩ =
1√
2
(|01⟩ ⊗ |13⟩ ± |11⟩ ⊗ |03⟩),

(1.22)

Замечательное наблюдение [49] состоит в том, что совместное состояние

трех частиц может представлено как

|Ψ123⟩ =
1

2

{
(α|02⟩+ β|12⟩)| ⊗ |Φ+

13⟩+ (α|02⟩ − β|12⟩)| ⊗ |Φ−
13⟩+ (1.23)

(α|12⟩+ β|02⟩)| ⊗ |Ψ+
13⟩+ (α|12⟩ − β|02⟩)| ⊗ |Ψ−

13⟩
}
.

Измерение (1.21) над состоянием (1.20) приводит к 4-м равновероятным ис-

ходам, отвечающим проекциям на двухчастичные перепутанные состояния.

После измерения состояние второй частицы оказывается равным одному из

следующих состояний, в зависисмости от того, какой один из 4-х исходов

был получен:

|ψ±
2 ⟩ =

Tr13{|Ψ123⟩⟨Ψ123||Φ±
13⟩⟨Φ±

13|}
Tr123{|Ψ123⟩⟨Ψ123|(I2 ⊗ |Φ±

13⟩⟨Φ±
13|)}

= α|02⟩ ± β|12⟩, (1.24)

|ϕ±2 ⟩ =
Tr13{|Ψ123⟩⟨Ψ123||Ψ±

13⟩⟨Ψ±
13|}

Tr123{|Ψ123⟩⟨Ψ123|(I2 ⊗ |Ψ±
13⟩⟨Ψ±

13|)}
= α|12⟩ ± β|02⟩, (1.25)

Нумерация исходов от 1–4 требует 2 бита информации. В зависимости от

исхода измерений получателю телепортируемого состояния передаются 2

бита по классическому каналу связи, чтобы совершить один из унитарных

поворотов I – исход 1, σz – исход 2, σx – исход 3, σxσz – исход 4, которые

не зависят от исходного состояния. После этого состояние 2-ой частицы

становится точно равным состоянию исходной частицы 1, которая была в

неизвестном состоянии (1.19).
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Телепортация в системе тождественных частиц. Рассмотрим ситу-

ацию с тождественными частицами. Схема эксперимента представлена на

рис.1.10. Кроме поляризационных степеней свободы в реальном экспери-

менте участвуют дополнительные степени свободы, например, три различ-

ных направления импульса k1, k2 и k3, определяющих три пространствен-

ные моды.

Пусть неизвестное одночастичное квантовое состояние имеет вид

|φ(1)⟩ = (αa†3H + βa†3V ) |vac⟩ = α|φ3H(i3)⟩+ β|φ3V (i3)⟩, (1.26)

где нижний индекс (1) означает, что вектор состояния относится к одноча-

стичному пространству.

Перепутанному состоянию ЭПР-пары в эксперименте отвечает состоя-

ние вида:

|Φ+
(2)⟩ =

1√
2
(a†1Ha

†
2H + a†1V a

†
2V ) |vac⟩ =

1

2

∑
P2

(|φ1H(i1)⟩ ⊗ |φ2H(i2)⟩+ |φ1V (i1)⟩ ⊗ |φ2V (i2)⟩),
(1.27)

которое, естественно, симметрично относительно перестановки частиц. Та-

кое состояние пары фотонов может быть приготовлено, например, с помо-

щью процесса СПР (соответствующие схемы подробно обсуждались выше).

Совместное состояние всех трех частиц также должно быть симметрич-
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Рис. 1.9. Схема приготовления поляризационно-частотных белловских со-

стояний [29].

Передача классической
информации

Неизвестное
состояние

ЭПР пара

Унитарное
преобразование

Измерение в базисе
состояний Белла

Телепортированное
состояние

Рис. 1.10. Принципиальная схема телепортации в системе тождественных

частиц.
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ным по перестановкам, имеем

|Ψ(3)⟩ =
1

2
√
3

∑
P3

|φ(1)⟩ ⊗ |Φ+
(2)⟩ =

1

2
√
3

(
(α|φ3H(3)⟩+ β|φ3V (3)⟩)⊗

∑
P2

(|φ1H(i1)⟩ ⊗ |φ2H(i2)⟩+ |φ1V (i1)⟩ ⊗ |φ2V (i2)⟩)

)
+

(α|φ3H(2)⟩+ β|φ3V (2)⟩)⊗
∑
P2

(|φ1H(i1)⟩ ⊗ |φ2H(i3)⟩+ |φ1V (i1)⟩ ⊗ |φ2V (i3)⟩)+(
(α|φ3H(1)⟩+ β|φ3V (1)⟩)⊗

∑
P2

(|φ1H(i3)⟩ ⊗ |φ2H(i2)⟩+ |φ1V (i3)⟩ ⊗ |φ2V (i2)⟩)

)
.

(1.28)

Или, более наглядно, в представлении чисел заполнения:

|Ψ(3)⟩ =
1√
2
(αa†3H + βa†3V )(a

†
1Ha

†
2H + a†1V a

†
2V ) |vac⟩ . (1.29)

В (1.29) можно перегруппировать слагаемые следующим образом

|Ψ(3)⟩ =
1√
2
[(αa†2H + βa†2V )(a

†
1Ha

†
3H + a†1V a

†
3V )+

(αa†2H − βa†2V )(a
†
1Ha

†
3H − a†1V a

†
3V )+

(αa†2V + βa†2H)(a
†
1Ha

†
3V + a†3V a

†
1H)+

(αa†2V − βa†2H)(a
†
1Ha

†
3V − a†3Ha

†
1V )] |vac⟩ ,

(1.30)

Что в координатном представлении принимает вид:

|Ψ123⟩ =
1

2
√
3

∑
P3

((α|φ2H(i1)⟩+ β|φ2V (i1)⟩)⊗ (|φ1H(i2)⟩ ⊗ |φ3H(i3)⟩+ |φ1V (i2)⟩ ⊗ |φ3V (i3)⟩) +

(α|φ2H(i1)⟩ − β|φ2V (i1)⟩)⊗ (|φ1H(i2)⟩ ⊗ |φ3H(i3)⟩ − |φ1V (i2)⟩ ⊗ |φ3V (i3)⟩)+

(α|φ2V (i1)⟩+ β|φ2H(i1)⟩)⊗ (|φ1H(i2)⟩ ⊗ |φ3V (i3)⟩+ |φ3V (i2)⟩ ⊗ |φ1H(i3)⟩)+

(α|φ2V (i1)⟩ − β|φ2H(i1)⟩)⊗ (|φ1H(i2)⟩ ⊗ |φ3V (i3)⟩ − |φ3H(i2)⟩ ⊗ |φ1V (i3)⟩).

(1.31)

Аналогично случаю различимых частиц определяются состояния Бел-

ла и измерения в белловском базисе, с той лишь разницей, что для тож-
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дественных частиц операторы в Sym{H⊗2}, реализующие разложение еди-

ницы, должны быть симметричными по перестановкам. Имеем

ISym{H⊗2} = (1.32)

I⊥Bell
Sym{H⊗2} + |Ψ+

(2)⟩⟨Ψ
+
(2)|+ |Ψ−

(2)⟩⟨Ψ
−
(2)|+ |Φ+

(2)⟩⟨Φ
+
(2)|+ |Φ−

(2)⟩⟨Φ
−
(2)|,

здесь I⊥Bell
Sym{H⊗2}

– единичный оператор в подпространстве натятутом на

векторы ортогональные белловским состояниям

|Φ±
(2)⟩ =

1

2

(∑
P2

|φ1H(i1)⟩ ⊗ |φ3H(i2)⟩ ±
∑
P2

|φ1V (i1)⟩ ⊗ |φ3V (i2)⟩

)
, (1.33)

|Ψ±
(2)⟩ =

1

2

(∑
P2

|φ1H(i1)⟩ ⊗ |φ3V (i2)⟩ ±
∑
P2

|φ1V (i1)⟩ ⊗ |φ3H(i2)⟩

)
. (1.34)

Отметим, что состояния в (1.33) and (1.34) представляют собой сумму или

разность двух слагаемых симметричных относительно перестановки ча-

стиц и не изменяют знака при перестановке частиц, в отличие от состояний

в (1.22) для различимых частиц |Ψ−
13⟩ и |Φ−

13⟩, которые антисимметричны

относительно перестановки кубитов 1 и 3.

После измерений одночастичное состояние оказывается равным

|ψ±
(1)⟩ =

TrSym{H⊗2}{|Ψ(3)⟩⟨Ψ(3)||Φ±
(2)⟩⟨Φ

±
(2)|}

TrSym{H⊗3}{|Ψ(3)⟩⟨Ψ(3)|(|Φ±
(2)⟩⟨Φ

±
(2)|)}

=

1√
3

∑
P1

(α|φ2H(i1)⟩ ± β|φ2V (i1)⟩),
(1.35)

|ϕ±(1)⟩ =
TrSym{H⊗2}{|Ψ(3)⟩⟨Ψ(3)||Ψ±

(2)⟩⟨Ψ
±
(2)|}

TrSym{H⊗3}{|Ψ(3)⟩⟨Ψ(3)|(|Ψ±
(2)⟩⟨Ψ

±
(2)|)}

=

1√
3

∑
P1

(α|φ2V (i1)⟩ ± β|φ2H(i1)⟩).
(1.36)
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Поскольку частицы неразличимы (формально индекс частицы под знаком

суммы является «немым»), то одночастичные состояния(1.35) и (1.36) мо-

гут быть представлены как

|ψ±
(1)⟩ = (α|φ2V (i)⟩ ± β|φ2H(i)⟩) → α|0⟩ ± β|1⟩, (1.37)

|ϕ±(1)⟩ = (α|φ2H(i)⟩ ± β|φ2V (i)⟩) → α|1⟩ ± β|0⟩. (1.38)

Далее в зависимости от исхода, аналогично случаю для различимых ча-

стиц, происходит унитарный поворот состояния в (1.35, 1.36). После такого

поворота телепортированное состояние оказывается идентичным исходно-

му неизвестному состоянию (1.26).

Подчеркнем еще раз, что эффективные кубиты, участвующие в процес-

се телепортации, являются не состояниями какого-либо конкретного фо-

тона, а состояниями «поляризационного кубита» - системы с базисными

состояниями |φjH(i)⟩ = a†jH |vac⟩ и |φjV (i)⟩ = a†jV |vac⟩, где индекс j нуме-

рует пространственные моды.

Таким образом, телепортация в системе тождественных частиц имеет

место и аналогична телепортации для различимых частиц. Это оказыва-

ется возможным за счет того, что в экспериментальной ситуации кроме

поляризационных степеней свободы существенную роль играют три раз-

личных направления импульса фотонов. В результате размерность двух-

частичного пространства состояний симметризованного по перестановкам

частиц оказывается равной 10. В эксперименте актуально только 4-мерное

подпространство состояний из 10-мерного, в котором симметричные двух-

частичные состояния являются аналогичными базисным белловским состо-

яниям в двухчастичном пространстве двух различимых частиц. В результа-

те процесс телепортации физически становится полностью эквивалентным

процессу телепортации в системе трех различимых частиц.
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§ 1.3. Заключение к главе 1

Первая глава носит в большей степени методический характер. Дан об-

зор основных методов экспериментального приготовления оптических си-

стем высокой размерности. Особое внимание уделено схемам использую-

щим поляризационные степени свободы фотонов. В связи с этим рассмот-

рены основные понятия, используемые при описании перепутывания в си-

стеме двух кубитов. Обсуждается вопрос о возможности представления

поляризационных состояний пары фотонов как состояния пары различи-

мых кубитов. При этом особое внимание уделено обычно не обсуждаю-

щемуся в литературе вопросу о том, какие ограничения на такое "наив-

ное"представление накладывает тождественность фотонов и следующая

из нее бозонная симметрия их состояний. Показано, что эквивалентность

поляризационных состояний двух фотонов паре различимых кубитов име-

ет место только при наличии дополнительных ограничений на возможные

состояния пары. В случае бифотона, т.е. пары фотонов, рождающихся в

процессе спонтанного параметрического рассеяния света, эти ограничения

естественным образом возникают как следствие условий фазового синхро-

низма. В этом случае можно описывать поляризационное состояние бифо-

тона как состояние перепутанной пары различимых кубитов, что обычно

и делается в литературе, однако без явного указания причин позволяю-

щих это делать. Подробно рассмотрен пример протокола квантовой теле-

портации в системе тождественных фотонов. С учетом перестановочной

симметрии в явном виде показано, что описание протокола в системе тож-

дественных частиц эквивалентно описанию в системе различимых кубитов.
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Глава 2

Приготовление произвольных состояний

поляризационных куквартов

Данная глава посвящена разработке и реализации методов приготов-

ления состояний поляризационных куквартов. Предложен метод приго-

товления произвольных чистых состояний поляризационных куквартов,

использующий всего два нелинейных кристалла. Обсуждается и экспери-

ментально исследуется влияние эффектов частотной дисперсии на чистоту

приготавливаемых состояний. Также рассмотрено приготовление смешан-

ных состояний куквартов различной степени чистоты с использованием

импульсной накачки.

§ 2.1. Схемы приготовления произвольных состояний

поляризационных куквартов

Как отмечалось выше, использование поляризационных степеней сво-

боды фотонов - один из наиболее интересных с точки зрения приложений

способов реализации оптических кудитов. Мы рассмотрим две эксперимен-

тальных схемы приготовления произвольного состояния поляризационно-

го кукварта. Одна из них является обобщением на четырехмерный случай

схемы, предложенной в работе [21] для кутритов. Вторая использует раз-
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ложение по модам Шмидта и опирается на идеи, в определенном смыс-

ле, аналогичные предложенным в работе [23], однако представляется более

удобной для практического применения.

Произвольное чистое состояние поляризационного кукварта имеет вид:

|ψ⟩ = c0 |H1, H2⟩+ c1 |H1, V2⟩+ c2 |V1, H2⟩+ c3 |V1, V2⟩ . (2.1)

мы будем рассматривать частотно-невырожденный случай, поэтому индек-

сы мод 1, 2 соответствуют различным длинам волн λ1, λ2. Перепишем век-

тор состояния в виде:

|ψ⟩ = |c0| |H1, H2⟩+ |c3|eiφ03 |V1, V2⟩+ eiφ01(|c1| |H1, V2⟩+ |c2|eiφ12 |V1, H2⟩).

(2.2)

Заметим, что первые два состояния могут быть получены с помощью СПР

типа I, а два состояния в скобках - с помощью типа II. Их когерентная

суперпозиция с соответствующими относительными амплитудами и фаза-

ми представляет собой произвольное чистое состояние. Для эксперимен-

тальной реализации этой идеи была предложена схема, изображенная на

рис. 2.1. В предлагаемой схеме используется импульсная накачка. Две поля-

ризационные компоненты накачки разделяются на призме Глана-Томсона,

служащей входным зеркалом интерферометра Маха-Цандера. Вертикаль-

ная компонента идет в отраженный канал, а горизонтальная - в проходя-

щий. В отраженном канале расположены два кристалла BBO, вырезанные

для частотно-невырожденного синхронизма типа-I, с ортогонально ориен-

тированными оптическими осями. Таким образом, поворачивая поляриза-

цию накачки с помощью полуволновой пластинки HWP2 можно изменять

соотношение между коэффициентами |c0| и |c3|. Относительная фаза φ03

изменяется с помощью пары кварцевых пластинок QP2, эффективная тол-

щина которых, а следовательно и набег фаз, регулируется путем изменения
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угла наклона. Кварцевая пластинка QP1 служит для компенсации груп-

повых задержек между горизонтально и вертикально поляризованными

компонентами. Накачка отрезается ультрафиолетовым зеркалом UVM. В

проходящем канале интерферометра пластинки HWP3 и QP3 контролиру-

ют соотношение между коэффициентами |c1| и |c2| и относительную фазу

φ12, соответственно. Для изменения фазы φ01 между отраженным и про-

ходящим каналами одно из зеркал интерферометра установлено на пье-

зоэлектрической подаче PZT. На выходе интерферометра стоит дихроич-

ное зеркало, отражающее накачку из проходящего пучка и пропускающее

сигнал в отраженном. Два кристалла BBO, вырезанные для синхронизма

типа-II служат для генерации второй пары состояний из (2.2), групповые

задержки между этими состояниями компенсируются пластинкой QP4.

Заметим, что возможности предложенной схемы не ограничиваются

приготовлением только чистых состояний куквартов. Изменяя длину ком-

пенсаторов, можно постепенно переходить от когерентного сложения ам-

плитуд состояний к некогерентному, т.е. изменять чистоту приготовляемо-

го состояния.

Рассмотренная выше схема довольно громоздка, требует использова-

ния сбалансированного интерферометра, импульсной накачки и компенса-

ции групповых задержек, что приводит к определенным трудностям при

экспериментальной реализации. Оказывается, можно предложить значи-

тельно более простую схему, если ограничить свои задачи приготовлением

только чистых состояний. Вначале рассмотрим математические аспекты

проблемы. Известно, что произвольное перепутанное состояние пары ку-

битов может быть представлено в виде:

|ψ⟩ =
√
λ1 |A1⟩ |A2⟩+

√
λ2 |B1⟩ |B2⟩ , (2.3)
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где |Aj⟩ и |Bj⟩ - базисные векторы пространства состояний каждого из

кубитов в отдельности. Это выражение известно под названием разложе-

ния Шмидта. Коэффициенты λ1,2 - собственные значения одночастичных

матриц плотности каждого из кубитов (они, как известно совпадают), а

вектора Aj и Bj составляют ортогональный базис в котором они диаго-

нальны. Таким образом, для приготовления произвольного состояния кук-

варта достаточно уметь экспериментально контролировать коэффициен-

ты в разложении Шмидта и осуществлять переход между базисами. Заме-

тим, что первая из операций изменяет степень перепутывания состояния

(определенную любым разумным образом, например, можно использовать

concurrence) и затрагивает степени свободы обоих кубитов, в этом смысле

ее можно назвать «нелокальной». Преобразование же базисных векторов

требует исключительно локальных операций.

Рассмотрим схему установки, изображенную на рис. 2.2. В ней исполь-

зуются два нелинейных кристалла, вырезанных для неколлинеарного, ча-

стотно невырожденного синхронизма типа-I. Накачкой служит излучение

непрерывного лазера, направление линейной поляризации которого кон-

тролируется с помощью полуволновой пластинки WP, а относительная фа-

за между горизонтальной и вертикальной компонентами регулируется па-

рой пластинок QP. Состояние бифотонов, рождающихся в процессе СПР

при таких условиях имеет следующий вид:

|ψ⟩ =
√
λ1 |H1⟩ |H2⟩+

√
λ2 |V1⟩ |V2⟩ , (2.4)

где индексы 1,2 отвечают различным частотным модам. Состояние каждой

из частотных мод в отдельности определяется матрицей плотности вида

ρj = λ1 |Hj⟩ ⟨Hj|+ λ2 |Vj⟩ ⟨Vj| , (2.5)

j = 1, 2 - индекс подсистемы.
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Рис. 2.1. Схема для приготовления произвольного состояния поляризаци-

онного кукварта.
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Рис. 2.2. Схема для приготовления произвольного чистого состояния по-

ляризационного кукварта.



51

Таким образом, приготовлено состояние с требуемыми значениями ко-

эффициентов в разложении Шмидта, но в фиксированном базисе (H-V).

Преобразование к произвольному базису, однако, не составляет труда. Дей-

ствительно, произвольное поляризационное состояние кубита может быть

получено из заданного с помощью последовательности преобразований,

осуществляемых четвертьволновой (QWP) и полуволновой (HWP) пла-

стинками. Обозначим это преобразование Uj, тогда |Hj⟩
Uj−→ |Aj⟩, при этом

|Vj⟩
Uj−→ eiϕ |Bj⟩. Фаза ϕ может быть устранена с помощью пластинок QP.

Тогда имеем преобразование:

|ψ⟩ U1⊗U2−−−→
√
λ1 |A1⟩ |A2⟩+

√
λ2 |B1⟩ |B2⟩ , (2.6)

завершающее процедуру приготовления произвольного состояния куквар-

та. Из соображений экспериментального удобства, моды 1,2 разделены про-

странственно благодаря использованию неколлинеарного синхронизма. По-

сле осуществления преобразований в каждой моде они сбиваются на дихро-

ичном светоделителе.

В качестве достоинства, присущего обоим схемам, следует отметить ис-

пользование невырожденного по частоте режима, и соответственно, частот-

ных, а не пространственных, мод. Это позволяет сформировать в итоге

коллинеарный пучок бифотонов, что несомненно удобно для практическо-

го применения в различных протоколах.

§ 2.2. Реализация схемы приготовления произвольно-

го состояния кукварта

Экспериментальная реализация схемы, изображенной на Рис. 2.2, со-

стояла из двух этапов. Первый из них заключался в приготовлении факто-
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ризованных состояний куквартов особого типа, предназначенных для ре-

ализации детерминистического протокола КРК, с помощью упрощенного

варианта схемы с одним нелинейным кристаллом. Подробное описание это-

го эксперимента приведено в работе [50]. Более сложной оказалась задача

о приготовлении перепутанных состояний, требующая использования двух

кристаллов. Этот параграф посвящен обсуждению особенностей спонтан-

ного параметрического рассеяния в такой ситуации, экспериментальным

решениям, позволяющим добиться высокого качества приготовления пере-

путанных состояний, и полученным экспериментальным результатам.

Рассмотрим процесс СПР типа I в неколлинеарном, частотно- невырож-

денном режиме, происходящий в двух одинаковых кристаллах длинны L,

с ортогонально ориентированными оптическими осями. Пусть, для опре-

деленности, ось первого кристалла ориентирована вертикально, а второго

- горизонтально. Мы рассмотрим случай непрерывной накачки, линейно

поляризованной под углом 45o. В приближении плоской волны накачки

состояния бифотонных пар, рождающихся в каждом из кристаллов по от-

дельности имеют вид [51]:

|ψI,II⟩ =
∫
dΩdθ1dθ2e

i∆zL
2 sinc

(
∆zL

2

)
a†V,H(θ1, ω1 +Ω)a†V,H(θ2, ω2 −Ω) |vac⟩ ,

(2.7)

где ∆z = ko(ω1 + Ω, θ1) + ko(ω2 − Ω, θ1) + ke(ωp) - продольная расстройка

фазового синхронизма (накачка является необыкновенной, а сигнальный

и холостой фотоны - обыкновенными волнами в кристалле). Рассмотрим

случай, когда угловые моды фиксированы, т.е. выделены с помощью уз-

ких диафрагм. Тогда интегрирование по углам снимается, и можно огра-

ничится исследованием частотного спектра. Соответствующие амплитуды
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складываются когерентно, и полное состояние будет суперпозицией

|ψ⟩ = 1√
2

∑
p={H,V }

∫
dΩF (Ω, p)a†p(ω1 + Ω)a†p(ω2 − Ω) |vac⟩ , (2.8)

где индекс p нумерует состояния поляризации, а

F (Ω, H) ≡ F (Ω) = sinc

(
∆zL

2

)
(2.9)

и

F (Ω, V ) = F (Ω)eiφ(Ω) (2.10)

- амплитуды бифотонов, рождающихся во втором и первом (по направле-

нию пучка накачки) кристаллах, соответственно.

Наличие дополнительной относительной фазы φ(Ω) обусловлено дву-

мя причинами: набегом фазы между поляризационными компонентами на-

качки в первом кристалле и появлением дополнительной фазы у фотонов,

рожденных в первом кристалле при их прохождении через второй кристалл

[52]:

φ(Ω) = (ke(ωp)− ko(ωp))L+ (ke(ω1 + Ω) + ke(ω2 − Ω))L. (2.11)

Первое слагаемое в (2.11) не зависит от частотной отстройки от синхро-

низма Ω и может быть легко скомпенсировано введением соответствую-

щего фазового сдвига между поляризационными компонентами накачки.

Второе же слагаемое обусловлено частотной дисперсией и становится при-

чиной появления различных фазовых сдвигов для различных частот внут-

ри спектральной линии СПР. Физически это означает, что при выделении

достаточно широкого участка спектра СПР его отдельные спектральные

компоненты будут складываться с разными фазами, что эквивалентно по-

тере когерентности и переходе к смешанному состоянию в представлении
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куквартов. Чистое поляризационно-частотное состояние, будет существо-

вать лишь в гильбертовом пространстве более высокой размерности D ≥ 4.

Для оценки этой размерности можно воспользоваться, например, критери-

ем Федорова [20, 53], адаптированным к поляризационно-частотным рас-

пределениям, однако это задача выходит за пределы данной работы.

Рассмотрим влияние дисперсионных эффектов на свойства генерируе-

мого поляризационного состояния. Поляризационную матрицу плотности,

соответствующую состоянию |ψ⟩, можно получить взяв частичный след по

частотным переменным:

ρpol = TrΩ |ψ⟩ ⟨ψ| =
1

2

∑
p={H,V }

∫
dΩF (Ω, p)F ∗(Ω, p) |p1p2⟩ ⟨p1p2| (2.12)

с очевидным обозначением |p1p2⟩ ≡ a†p(ω1 + Ω)a†p(ω2 − Ω) |vac⟩. В явном

виде для поляризационной матрицы плотности получаем выражение:

ρpol =
1

2
(|H1H2⟩ ⟨H1H2|+ |V1V2⟩ ⟨V1V2| +∫

dΩ |F (Ω)|2 e−iφ(Ω) |H1H2⟩ ⟨V1V2|+
∫
dΩ |F (Ω)|2 eiφ(Ω) |V1V2⟩ ⟨H1H2|),

(2.13)

соответствующее, вообще говоря, смешанному поляризационному состоя-

нию. Чистое состояние может быть получено только в случае φ(Ω) = const.

В первом порядке по малой расстройке Ω имеем:

∆z(Ω) =

[(
∂ko(ω)

∂ω

)
ω1

−
(
∂ko(ω)

∂ω

)
ω2

]
Ω =

[
1

vgro (ω1)
− 1

vgro (ω2)

]
Ω = CoΩ,

(2.14)

φ(Ω) =

[(
∂ke(ω)

∂ω

)
ω1

−
(
∂ke(ω)

∂ω

)
ω2

]
LΩ =

[
1

vgre (ω1)
− 1

vgre (ω2)

]
LΩ = CeLΩ.

(2.15)

Здесь vgro,e(ω) =
(

∂ω
∂ko,e

)
- групповая скорость волновых пакетов с соответ-

ствующими центральными частотами. Выражение (2.14) определяет фор-
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му спектральной линии СПР: |F (Ω)|2 = sinc2 (CoLΩ/2). Нам будет удобнее

рассмотреть временную картину и перейти от спектральных характери-

стик к временным корреляциям. Корреляционная функция второго поряд-

ка связана со спектром следующим образом [29]:

G(2)(τ) =

∣∣∣∣∫ dΩF (Ω) cos(Ωτ)

∣∣∣∣2 . (2.16)

В случае симметричной функции F (Ω) получаем обычное преобразование

Фурье. Таким образом, в нашем случае корреляционные функции излуче-

ния от каждого из кристаллов будут иметь вид прямоугольников шириной

τ1 = CoL. Наличие сдвига фаз φ(Ω) на временном языке будет означать

относительный сдвиг корреляционных функций на величину τ2 = CeL (см.

Рис. 2.3).

Относительный сдвиг корреляционных функций излучения от первого

и второго кристалла приводит к различимости рожденных в них пар фото-

нов по моменту их регистрации, и, следовательно, к уменьшению видности

поляризационной интерференции.

Рассмотрим детально этот вопрос с экспериментальной точки зрения.

Схема установки приведена на Рис. 2.4. В качестве накачки использова-

лось излучение гелий-кадмиевого лазера на длине волны 325 нм. Верти-

кальная поляризация выделялась из изначально неполяризованного излу-

чения с помощью призмы Глана V, после чего она поворачивалась полу-

волновой пластинкой. Относительная фаза ϕ между поляризационными

компонентами накачки вносилась с помощью двух кварцевых пластинок

с вертикально ориентированными оптическими осями, эффективная тол-

щина которых определялась углом их относительного наклона θ. Парамет-

рическое рассеяние происходило в двух кристаллах BBO толщиной 2 мм

каждый, вырезанных для коллинеарного частотно-вырожденного синхро-
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Рис. 2.3. Корреляционная функция второго порядка для СПР от двух

ортогонально ориентированных кристаллов. Серым цветом выделены вре-

менные области, в которых корреляционные функции перекрываются, что

приводит к интерференции.
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Рис. 2.4. Экспериментальная установка для приготовления перепутанных

состояний.
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низма. Направления, соответствующие рабочим длинам волн λ1 = 600 нм

и λ2 = 710 нм, выделялись диафрагмами A, после чего пучки сбивались

на дихроичном светоделителе, пропускающем излучение на длине волны

600 нм, и полностью отражающем на 710 нм. В измерительной части пары

делились по частоте с помощью аналогичного светоделителя. В каждом

из каналов измерительной схемы стояли пленочные поляризаторы, ориен-

тированные под углом 45o к вертикали и интерференционные фильтры с

центральными длинами волн 600 нм и 710 нм, соответственно, и с шириной

полосы пропускания 10 нм. Совпадения фотоотсчетов детекторов D1 и D2

регистрировались с помощью схемы совпадений CC с окном 2 нс.

В идеальном случае, когда поляризационное состояние бифотона имеет

вид

|ψ⟩ = 1/
√
2
(
|H1H2⟩+ eiϕ |V1V2⟩

)
, (2.17)

скорость счета совпадений в такой схеме оказывается

RC ∝
∣∣⟨+451,+452|

(
|H1H2⟩+ eiϕ |V1V2⟩

)∣∣2 ∝ 1 + cosϕ, (2.18)

где фаза ϕ изменяется с изменением наклона кварцевых пластинок в пучке

накачки. В реальности, ввиду частичной различимости пар, рождающихся

в первом и втором кристаллах, из-за неполного перекрытия соответствую-

щих корреляционных функций (см. Рис. 2), видность интерференционной

картины, определяемая как

V =
RCmax −RCmin

RCmax +RCmin

, (2.19)

существенно отлична от 1. Используя выражение (2.13) для поляризацион-

ной матрицы плотности, для скорости счета совпадений можно получить
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следующее выражение:

R(ϕ) ∝ 1 + 1

∫
dΩ |F (Ω)|2 cos(φ(Ω)− ϕ) =

1 + V cos(ϕ),

(2.20)

где, в первом порядке по отстройке, видность интерференционной картины

V =

∫
dΩsinc2(

CoLΩ

2
) cos(CeLΩ). (2.21)

Интеграл элементарно вычисляется и дает для видности выражение

V = 1− Ce

Co
= 1− τ2

τ1
, (2.22)

согласующееся с наглядными соображениями, проиллюстрированными рис. 2.3.

При фиксированном частотном спектре, определяемом в нашем слу-

чае полосой пропускания интерференционного фильтра (она оказывает-

ся чуть уже, чем ширина спектра СПР, составляющая в данном режиме

около 12 нм), увеличить видность можно с помощью введения в пучок

с меньшей длинной волны дополнительного двулучепреломляющего ком-

пенсатора QP. Кварцевый компенсатор с вертикально ориентированной оп-

тической осью задерживает вертикально поляризованный фотон пары на

время

τcomp = [(
1

vgre q(ω1)
− 1

vgro q(ω1)
)Lq] , (2.23)

где vgro(e)q - групповые скорости обыкновенной и необыкновенной волны в

кварце, а Lq - длинна компенсатора. Выбором длины компенсатора та-

кой, чтобы τcomp = τ2, можно добиться полного перекрытия корреляцион-

ных функций, и следовательно максимальной видности интерференцион-

ной картины.

На рис. 2.5 представлена экспериментальная зависимость видности ин-

терференционной картины от длины использованного кварцевого компен-

сатора. Пунктирная кривая «треугольной» формы,соответствует свертке
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двух корреляционых функций прямоугольного вида, т.е. определяемых толь-

ко формой спектральной линии СПР, без учета фильтрации. Однако, в экс-

перименте использовались интерференционные фильтры с зависимостью

коэффициента пропускания от длины волны гауссовой формы с шириной,

сравнимой с шириной спектра СПР. Таким образом в реальности, корреля-

ционные функции должны иметь вид, несколько отличный от прямоуголь-

ного. Учет частотной фильтрации приводит к добавлению в выражение для

амплитуды бифотона множителя, отвечающего амплитуде пропускания ин-

терференционных фильтров. Выбирая его в виде гауссоиды, получаем

F (Ω) ∝ exp(−(ω1 − Ω)2

∆ω2
) exp(−(ω2 − Ω)2

∆ω2
)sinc

(
∆z(Ω)L

2

)
, (2.24)

где ∆ω - ширина полосы пропускания фильтров. Сплошная кривая на

рис. 2.5 соответствует численно рассчитанной зависимости видности от тол-

щины компенсатора с учетом 10 нм интерференционных фильтров.

Расчет дает для ширины и сдвига корреляционных функций в нашем

случае значения: τ1 = 96 фс, τ2 = 87 фс, что соответствует длине ком-

пенсатора 2.6 мм, в хорошем соответствии с экспериментальными данны-

ми. Небольшое отличие положения максимума видности в эксперименте

(2.3 мм), от расчетного, скорее всего, объясняется неточностями в исполь-

зованных значениях групповых скоростей. Примеры характерных интер-

ференционных картин с компенсатором и без приведены на рис. 2.6.

Отличие видности от 100%, даже при использовании компенсатора нуж-

ной длинны, объясняется двумя причинами. Первая связана с аналогичным

фазовым множителем между компонентами состояния из первого и вто-

рого кристалла, возникающим из-за зависимости показателя преломления

для необыкновенной волны от направления распространения. При конеч-

ный угловой размер диафрагм, выделяющих пространственные моды, эта
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Рис. 2.5. Зависимость видности поляризационной интерференции от тол-

щины компенсатора дисперсии групповых скоростей. Пунктирная кривая

- теоретическая зависимость без учета фильтрации. Сплошная кривая -

зависимость при учете частотной фильтрации с помощью 10 нм интерфе-

ренционных фильтров в каждом канале.
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«угловая дисперсия» также приводит к уменьшению чистоты состояния,

как и частотная. Компенсация этого нежелательного эффекта возможна с

помощью внесения неоднородной по пучку фазовой задержки1. Подобная

компенсация в частотно-вырожденном режиме была недавно реализована

в работе [54].

Вторая причина - влияние квадратичных по расстройке частоты Ω чле-

нов в разложении φ(Ω), приводящих к неодинаковому уширению корре-

ляционных функций, и следовательно не 100%-ой видности даже при иде-

альной компенсации линейной по расстройке части [52]. Действительно, во

втором порядке по отстройке от вырожденной частоты имеем:

φ(Ω) =
1

2

((
∂2ke
∂ω2

)
ω1

+

(
∂2ke
∂ω2

)
ω2

)
LΩ2 = BeLΩ

2. (2.25)

Вводя обозначение ξ = CoLΩ и D = Be

C2
oL

для скорости счета совпадений

при полной компенсации эффектов первого порядка получим:

R(ϕ) ∝ 1 +
1

2π
(Vc cosϕ+ Vs sinϕ) , (2.26)

где Vc =
∫
dξsinc2 ξ2 cosDξ

2 и Vs =
∫
dξsinc2 ξ2 sinDξ

2. Для используемых в

эксперименте кристаллов D = 0.0193 и численный расчет дает значение

видности интерференционной картины

V =

√
V 2
c + V 2

s

2π
= 0.89. (2.27)

Отметим, что такое низкое2 значение видности является предельным

случаем, соответствующим полному отсутствию частотной фильтрации.

Результаты численного расчета зависимости видности при полной ком-

пенсации от ширины интерференционных фильтров приведены на Рис.2.7.
1Например с помощью пространственного фазового модулятора света, подробно описанного в гла-

ве 3.
2Рекордные значения видности в экспериментах с узкополосными фильтрами и в частотно-

вырожденном режиме составляют 99%.
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Видно, что при использовании даже достаточно широких интерференци-

онных фильтров (< 30нм), значения видности достигают 0.95 и выше.

Низкая видность поляризационной интерференции в обсуждаемом экс-

перименте соответствует плохому качеству приготовления перепутанных

состояний. Полученные в настоящее время результаты статистического вос-

становления состояния

∣∣Φ+
⟩
= 1/

√
2 (|H1H2⟩ + |V1, V2⟩) , (2.28)

соответствующего максимуму интерференционной картины на Рис. 2.6, да-

ют значения меры соответствия fidelity

F = |⟨ψtheory|ψexp⟩|2 (2.29)

не более 75%. Тем не менее, мы не видим никаких принципиальных ограни-

чений сверху на эту величину. Добиваться более высоких значений fidelity

нужно путем компенсации угловой дисперсии, и возможно, использовани-

ем более узких частотных фильтров. Однако, само по себе наблюдение

двухфотонной интерференции с ненулевой видностью говорит о том, что

приготовление перепутанных состояний в предложенной схеме реалистич-

но.

§ 2.3. Приготовление и томография смешанных состо-

яний куквартов

Выше были рассмотрены задачи приготовления чистых поляризаци-

онных состояний в которых эффекты связанные с частотной дисперсией,

приводящие к потере когерентности между различными поляризационны-

ми состояниями были нежелательны. Теперь мы обратимся к, в некотором
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Рис. 2.6. Интерференционные картины, полученные без компенсатора и с

компенсатором, толщиной 2.33 мм.
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Рис. 2.7. Зависимость видности поляризационной интерференции от ши-

рины полосы пропускания интерференционного фильтра при полной ком-

пенсации групповых задержек.
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смысле, противоположной задаче приготовления и статистического восста-

новления смешанных состояний поляризационных куквартов. Нашей ос-

новной задачей в этой части работы была демонстрация возможности ста-

тистического восстановления состояний куквартов с различной степенью

чистоты.

Как отмечалось выше, полный контроль над всеми компонентами мат-

рицы плотности обеспечивает схема, использующая 4 нелинейных кристал-

ла и компенсаторы групповых задержек для контроля когерентности, ко-

торая изображена на рис. 2.1. Она, в частности, позволяет приготовить

полную четырехкомпонентную смесь

ρ =c1 |H1, H2⟩ ⟨H1, H2|+ c2 |H1, V2⟩ ⟨H1, V2|+

c3 |V1, H2⟩ ⟨V1, H2|+ c4 |V1, V2⟩ ⟨V1, V2|
(2.30)

с максимальной энтропией S = −Trρ log4 ρ = 1, а также любое частично

когерентное состояние с 0 ≤ S ≤ 1. Для демонстрации мы ограничились

схемой с двумя ортогонально ориентированными кристаллами типа I, в

которой может быть получена только двухкомпонентная смесь вида

ρ = (1− x

2
) |Ψ1⟩ ⟨Ψ1|+

x

2
|Ψ2⟩ ⟨Ψ2| (2.31)

с максимальной энтропией S = 1/2 при x = 1/2. В эксперименте использо-

вался частотно-невырожденный режим, поэтому индексы 1 и 2 нумеруют

частотные моды.

Схема экспериментальной установки приведена на рис. 2.8. В качестве

накачки использовалась вторая гармоника от титан-сапфирового лазера с

центральной длиной волны 390 нм. Лазер работал в режиме синхрониза-

ции мод, продолжительность импульсов составляла порядка 100 фс. Ис-

пользовались кристаллы BBO длиной L = 3 мм, при этом задержка пар

рождающихся в разных кристаллах, обусловленная дисперсией групповых
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скоростей, τ = L/vgro (λp) − L/vgre (λs) составляет 1.3 пс, т.е. на порядок

превосходит длину импульса. Таким образом, рассуждения, аналогичные

приведенным в предыдущем параграфе, приводят нас к выводу о том, что

компоненты бифотонной пары, генерируемые в разных кристаллах будут в

этом случае полностью некогерентны. Кристаллы вырезаны для коллине-

арного частотно-невырожденного синхронизма, центральные длины волн

сигнального и холостого фотонов составляли 832.5 нм и 740.8 нм. Поля-

ризация накачки определяется полуволновой пластинкой нулевого поряд-

ка, установленной перед кристаллами. Если ось пластинки составляет угол

ϕ/2 с горизонталью, поляризационное состояние генерируемой пары может

быть записано в виде:

ρ = cos2(ϕ) |H1, H2⟩ ⟨H1, H2|+ sin2(ϕ) |V1, V2⟩ ⟨V1, V2| . (2.32)

Полученное состояние диагонально в горизонтально-вертикальном ба-

зисе. Для преобразования к произвольной двух-компонентной смеси, об-

ладающей, вообще говоря, ненулевыми недиагональными компонентами,

можно воспользоваться процедурой, аналогичной рассмотренному выше

преобразованию чистого состояния (2.4) к форме (2.3). В эксперименте для

этого использовалась кварцевая пластинка WP нулевого порядка, полу-

волновая для длины волны 832.5 нм, действие которой на разных длинах

волн λ1,2 сводится к преобразованиям |H1⟩ → α |H1⟩ + β |V1⟩ и |H2⟩ →

γ |H2⟩ + δ |V2⟩. При этом состояние (2.32) преобразуется в некоторое ча-

стично когерентное состояние вида (2.31).

Измерительная часть установки представляет собой схему поляриза-

ционной томографии, предложенную в [22], адаптированную к измерени-

ям в частотно-невырожденном режиме. Фактически это интерферометр

Брауна-Твисса с дихроичным светоделителем, разделяющим частотные мо-
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Рис. 2.8. Схема экспериментальной установки для приготовления и томо-

графии смешанных состояний куквартов. BBO - два кристалла типа I с

ортогонально ориентированными осями; PWP - полуволновая пластинка,

задающая поляризацию накачки; WP - пластинка, преобразующая состоя-

ние; DBS - дихроичный светоделитель; QWP,HWP,P - четверть-, полувол-

новая пластинка и поляроид, реализующие проекционное измерение; IF -

10 нм интерференционный фильтр; D - многомодовые волокна, подклю-

ченные к однофотонным детекторам.
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ды. В каждом из плеч интерферометра последовательно установлены чет-

вертьволновая пластинка (QWP), полуволновая пластинка (HWP) и верти-

кально ориентированный поляризатор. Такая схема позволяет осуществить

проекцию на произвольное однофотонное поляризационное состояние. По-

сле поляризатора излучение проходит через интерференционные фильтры

с шириной полосы пропускания 10 нм и фокусируется в многомодовое во-

локно, подключенное к однофотонным детекторам, представляющим собой

лавинные фотодиоды. Сигнал с детекторов подается на схему совпадений

с окном 5 нс.

Использованный протокол восстановления состояния или поляризаци-

онной томографии сводится к измерению проекций измеряемого состоя-

ния на набор из 16 состояний |ψk⟩ = |ψ1k⟩ |ψ2k⟩ представленный в табли-

це 2.1. Соответствующие проекционные измерения описываются операто-

рами µk = |ψk⟩ ⟨ψk|, и средняя скорость счета совпадений в рассматривае-

мой схеме дается выражением

nk = N ⟨ψk| ρ |ψk⟩ (2.33)

с нормировочным множителем N =
∑4

k=1 nk. Задача заключается в том,

чтобы основываясь на измеренных значениях nk, восстановить матрицу

плотности ρ, удовлетворяющую естественным ограничениям: условие нор-

мировки, положительная определенность и эрмитовость. Оказывается, что

прямое обращение формулы (2.33) приводит, как правило, к матрицам,

не удовлетворяющим этим требованиям. Поэтому необходимо решать ста-

тистическую задачу о нахождении матрицы из этого класса, наилучшим

образом приближающей полученные данные. Такая матрица зависит от 16

действительных параметров: ρ = ρ(t1, . . . , t16). В предположении о пуассо-

новской статистике совпадений, вероятность получения набора результатов
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{n1, . . . , n16} определяется выражением

P (n1, . . . , n16) =
1

Nnorm

16∏
k=1

exp

(
−(nk − ⟨nk⟩)2√

⟨nk⟩

)
, (2.34)

с нормировочной константойNnorm и средними значениями ⟨nk(t1, . . . , t16)⟩ =

N ⟨ψk| ρ(t1, . . . , t16) |ψk⟩. Согласно статистическому методу максимально-

го правдоподобия наилучшая оценка для матрицы плотности дается матри-

цей, максимизирующей эту вероятность для экспериментально полученных

значений nk, или, что тоже самое, минимизирующей функцию правдопо-

добия (логарифм P ):

L(t1, . . . , t16) =
16∑
k=1

(N ⟨ψk| ρ(t1, . . . , t16) |ψk⟩ − nk)
2

2N ⟨ψk| ρ(t1, . . . , t16) |ψk⟩
. (2.35)

Минимизация производилась численно методом градиентного спуска в па-

кете Mathematica 6.0. В качестве нулевого приближения использовались

значения параметров {t(0)1 , . . . , t
(0)
16 } определяемые из условия

N ⟨ψk| ρ(0)(t(0)1 , . . . , t
(0)
16 ) |ψk⟩ = nk,

где на матрицу ρ(0) уже не накладывается никаких физических ограниче-

ний:

ρ(0) =
1

N

16∑
k=1

M (k)nk. (2.36)

Матрицы M (k) можно найти в явном виде используя выражения для состо-

яний |ψk⟩ из таблицы 2.1. Ошибки в определении матрицы плотности опре-

деляются двумя причинами: статистическими флуктуациями количества

отсчетов nk и инструментальными погрешностями, например связанными

с неточностями выставления пластинок. При не очень большой статистике

(N . 104) определяющий вклад вносит статистическая составляющая 3.
3Заметим, что недавно вопрос об относительном вкладе статистических и инструментальных оши-

бок был подробно исследован в работе [55]



69

Пренебрегая вкладом инструментальных ошибок, можно получить следу-

ющее выражение для дисперсии матричных элементов [22]:

(∆ρij)
2 =

1

N 2

16∑
k=1

(M
(k)
ij )2nk. (2.37)

Статистически восстановленная матрица плотности ρexp сравнивалась с

ожидаемой для приготовляемого состояния ρth, в качестве количественной

меры близости использовалась величина fidelity, определяемая для смешан-

ных состояний формулой Ульмана [37]: F = Tr
√√

ρthρexp
√
ρth.

Экспериментальные результаты

Была произведена томография нескольких представителей основных

классов состояний, доступных для приготовления в рассматриваемой схе-

ме: чистого, смешанных диагональных с разной степенью чистоты и сме-

шанного с недиагональными компонентами. Поскольку точность восста-

новления состояния сильно зависит от точности соответствия тех состоя-

ний, на которые в реальности осуществляется проекция, представленным в

таблице 2.1, экспериментальная процедура включала в себя «калибровку»

установки. Измерялись параметры Стокса (т.е. производилась «томогра-

фия» классического поляризационного состояния) для лазерных пучков с

заведомо известной поляризацией. Это позволило вычислить матрицу до-

полнительного поляризационного преобразования вносимого различными

элементами (в основном дихроичным светоделителем), которая впослед-

ствии применялась для коррекции результатов томографии. Корректность

этой процедуры подтверждается относительно равномерно высоким каче-

ством восстановления, не зависящим от входного состояния.

Чистое состояние готовилось следующим образом. Состояние |V1, V2⟩,
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k |ψ1k⟩ |ψ2k⟩ HWP1 QWP1 HWP2 QWP2
1 |H⟩ |H⟩ 45◦ 0◦ 45◦ 0◦

2 |H⟩ |V ⟩ 45◦ 0◦ 0◦ 0◦

3 |V ⟩ |V ⟩ 0◦ 0◦ 0◦ 0◦

4 |V ⟩ |H⟩ 0◦ 0◦ 45◦ 0◦

5 |R⟩ |H⟩ 22.5◦ 0◦ 45◦ 0◦

6 |R⟩ |V ⟩ 22.5◦ 0◦ 0◦ 0◦

7 |D⟩ |V ⟩ 22.5◦ 45◦ 0◦ 0◦

8 |D⟩ |H⟩ 22.5◦ 45◦ 45◦ 0◦

9 |D⟩ |R⟩ 22.5◦ 45◦ 22.5◦ 0◦

10 |D⟩ |D⟩ 22.5◦ 45◦ 22.5◦ 45◦

11 |R⟩ |D⟩ 22.5◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

12 |H⟩ |D⟩ 45◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

13 |V ⟩ |D⟩ 0◦ 0◦ 22.5◦ 45◦

14 |V ⟩ |L⟩ 0◦ 0◦ 22.5◦ 90◦

15 |H⟩ |L⟩ 45◦ 0◦ 22.5◦ 90◦

16 |R⟩ |L⟩ 22.5◦ 0◦ 22.5◦ 90◦

Таблица 2.1. Томографический протокол. Обозначения состояний: |R⟩ =

1/
√
2(|H⟩−i |V ⟩), |L⟩ = 1/

√
2(|H⟩+i |V ⟩), |D⟩ = 1/

√
2(|H⟩+|V ⟩). Соответ-

ствующие углы поворота оси пластинок относительно вертикали: HWP1,2

- полуволновых и QWP1,2 - четвертьволновых.
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генерируемое горизонтально поляризованной накачкой преобразовывалось

пластинкой WP с осью повернутой на 30◦ относительно вертикали. Мат-

рица плотности такого состояния имеет вид:

ρpureth =


0.5432 0.3136 + 0.1182i 0.3136 0.1811 + 0.0683i

0.3136− 0.1182i 0.2068 0.1811− 0.0683i 0.1194

0.3136 0.1811 + 0.0683i 0.1811 0.1045 + 0.0394i

0.1811− 0.0683i 0.1194 0.1045− 0.0394i 0.0689


(2.38)

Для того, чтобы оценить объем статистики и соответствующую точ-

ность восстановления, приведем здесь непосредственные данные измере-

ний. Время экспозиции в эксперименте составляло 180 с. Количество слу-

чайных совпадений за то же время и при тех же положениях томографиче-

ских пластинок измерялось при большой электронной задержке сигнала от

одного из детекторов (много большей окна схемы совпадений), эти «шумо-

вые» значения вычитались из экспериментальных данных. Были получены

следующие значения для количества «истинных» (за вычетом случайных)

совпадений: n1 = 6118, n2 = 1858, n3 = 917, n4 = 2943, n5 = 1565, n6 =

477, n7 = 2362, n8 = 7549, n9 = 2395, n10 = 8254, n11 = 1664, n12 = 6653, n13 =

3078, n14 = 2739, n15 = 5817, n16 = 1398.

На основании этих данных была восстановлена следующая матрица

плотности:

ρpureexp =


0.5138 0.2749 + 0.0523i 0.3236 + 0.1308i 0.1643 + 0.1026i

0.2749− 0.0523i 0.1590 0.1887 + 0.0418i 0.1004 + 0.0379i

0.3236− 0.1308i 0.1887− 0.0418i 0.2463 0.1259 + 0.0224i

0.1643− 0.1026i 0.1004− 0.0379i 0.1259− 0.0224i 0.0777


(2.39)

Заметим, что эта матрица соответствует не вполне чистому состоянию, по-

скольку ее энтропия S = 0.055 ± 0.018 отлична от нуля. Это небольшое

отклонение, скорее всего объясняется неучтенной деполяризацией при от-
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ражении от дихроичного светоделителя и других диэлектрических поверх-

ностей. Сравнение с ρpureth дает значение fidelity F = 0.938 ± 0.019. Для

наглядности действительные части ожидаемой и экспериментально вос-

становленной матриц представлены на рис. 2.9. Ошибка восстановления,

оцененная согласно описанной выше процедуре, для данной матрицы дает:

∆ρpureexp =


0.0066 0.0042− 0.0034i 0.0069 + 0.0023i 0.0083 + 0.0028i

0.0042 + 0.0034i 0.0036 0.0056− 0.0035i 0.0039 + 0.0013i

0.0069− 0.0023i 0.0056 + 0.0035i 0.0046 0.0029− 0.0024i

0.0083− 0.0028i 0.0039− 0.0013i 0.0029 + 0.0024i 0.0026


(2.40)

Смешанное состояние с максимально возможной для данной схемы эн-

тропией S = 1/2 имеет вид:

ρ
(1/2)
th =


0.5 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0.5

 . (2.41)

Для его приготовления линейная поляризация накачки поворачивалась на

45◦ относительно горизонтали. Экспериментально восстановленная матри-

ца плотности

ρ(1/2)exp =


0.4584 0.0142 + 0.0048i 0.0253 + 0.0162i 0.0158− 0.0097i

0.0142− 0.0048i 0.0041 0.0012 + 0.0004i −0.0406 + 0.0118i

0.0253− 0.0162i 0.0012− 0.0004i 0.0031 0.0024 + 0.0029i

0.0158 + 0.0097i −0.0406− 0.0118i 0.0024− 0.0029i 0.5313


(2.42)

с ошибкой

∆ρ(1/2)exp =


0.0078 0.0040− 0.0039i 0.0043 + 0.0036i 0.0075 + 0.0047i

0.0040 + 0.0039i 0.0007 0.0047− 0.0074i 0.0038 + 0.0047i

0.0043− 0.0036i 0.0047 + 0.0074i 0.0006 0.0042− 0.0042i

0.0075− 0.0047i 0.0038− 0.0047i 0.0042 + 0.0042i 0.0084


(2.43)
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(1) (2)

Рис. 2.9. Действительные части матриц плотности для чистого состояния:

ожидаемой (1) и экспериментально восстановленной (2).

(1) (2)

Рис. 2.10. Действительные части экспериментально восстановленных мат-

риц плотности для состояний: ρ11 = 0.25, ρ44 = 0.75 (1) и ρ11 = ρ44 = 0.5

(2).
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обладает энтропией S = 0.510±0.016 и совпадает с теоретической с fidelity

F = 0.989± 0.016.

В качестве представителя частично когерентных матриц плотности бы-

ла выбрана следующая матрица с энтропией S = 0.406:

ρ
(1/4)
th =


0.25 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0.75

 . (2.44)

Для приготовления этого состояния поляризация накачки была ориентиро-

вана пол углом в 30◦ к горизонтали. Экспериментальные данные приводят

к следующим результатам для восстановленной матрицы и ошибки:

ρ(1/4)exp =


0.2300 0.0024 + 0.0009i 0.0211− 0.0007i −0.0015 + 0.0020i

0.0024− 0.0009i 0.0057 −0.0006 + 0.0017i −0.0572− 0.0019i

0.0211 + 0.0007i −0.0006− 0.0017i 0.0041 0.0069 + 0.0018i

−0.0015− 0.0020i −0.0572 + 0.0019i 0.0069− 0.0018i 0.7571

 ,

(2.45)

ρ
(1/4)
th =


0.0053 0.0027− 0.0027i 0.0030 + 0.0023i 0.0071 + 0.0044i

0.0027 + 0.0027i 0.0008 0.0044− 0.0070i 0.0044 + 0.0053i

0.0030− 0.0023i 0.0044 + 0.0070i 0.0007 0.0048− 0.0048i

0.0071− 0.0044i 0.0044− 0.0053i 0.0048 + 0.0048i 0.0096

 .

(2.46)

Для энтропии и fidelity получаем S = 0.405 ± 0.022 и F = 0.987 ± 0.015.

Результаты графически представлены в виде диаграмм на рис. 2.10.

Наконец, состояние наиболее общего вида получалось для накачки, по-

ляризованной под углом 45◦ к вертикали c дополнительным преобразова-

нием пластинкой WP с оптической осью, ориентированной под углом 22.5◦

к вертикали. Это состояние с энтропией S = 0.5, матрица плотности кото-
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рого выглядит следующим образом:

ρtransth =


0.2500 0 −0.0086 0.2414 + 0.0644i

0 0.2500 0.2414− 0.0644i 0.0086

−0.0086 0.2414 + 0.0644i 0.2500 0

0.2414− 0.0644i 0.0086 0 0.2500

 .

(2.47)

Экспериментальные результаты приводят к матрицам:

ρtransexp =


0.2493 −0.0077− 0.0007i 0.0234 + 0.0126i 0.1793 + 0.1665i

−0.0077 + 0.0007i 0.2433 0.2032 + 0.1184i 0.0142− 0.0036i

0.0234− 0.0126i 0.2032− 0.1184i 0.2590 0.0333− 0.0019i

0.1793− 0.1665i 0.0142 + 0.0036i 0.0333 + 0.0019i 0.2542

 ,

(2.48)

∆ρtransexp =


0.0059 0.0042− 0.0042i 0.0046 + 0.0039i 0.0098 + 0.0036i

0.0042 + 0.0042i 0.0059 0.0065− 0.0054i 0.0043 + 0.0040i

0.0046− 0.0039i 0.0065 + 0.0054i 0.0061 0.0042− 0.0042i

0.0098− 0.0036i 0.0043− 0.0040i 0.0042 + 0.0042i 0.0059

 .

(2.49)

Энтропия и fidelity для этого состояния принимают значения S = 0.550±

0.003 и F = 0.878 ± 0.029. Результаты представлены для сравнения на

рис. 2.11.

Можно отметить неплохое соответствие восстановленных состояний ожи-

даемым, находящее количественное выражение в высоких значениях F .

Некоторое уменьшение fidelity для последнего состояния можно отнести

на счет неточностей в установке угла оси пластинки WP с вертикалью, а

также определения ее толщины. В целом, вклад в снижение fidelity вно-

сит также деполяризация, неизбежная при отражении от диэлектрических

поверхностей (в частности дихроичного светоделителя) под значительны-

ми углами, уменьшение которых затруднительно в силу конструктивных

особенностей установки. Однако основным источником ошибок являются

неточности в определении поляризационных преобразований при «калиб-
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ровке» измерительной схемы. Эти проблемы могут быть устранены путем

тщательного подбора поляризационно-чувствительной оптики.

§ 2.4. Заключение

Рассмотрены методы приготовления произвольных состояний поляри-

зационных куквартов. Хотелось бы подчеркнуть, что предложенные ме-

тоды позволяют приготавливать любое, наперед заданное состояние кук-

варта, что насколько нам известно, до сих пор не было реализовано. Рас-

сматриваемые схемы используют бифотоны, невырожденные по частоте, в

отличие от большинства известных автору предложений, основывающихся

на использовании неколлинеарного режима СПР и пространственных мод.

Предложенный подход имеет ряд преимуществ, основным среди которых

является возможность формирования коллимированного пучка, что без-

условно является желательным с точки зрения возможных практических

применений. Предложены две экспериментальные схемы для приготовле-

ния произвольных состояний поляризационных куквартов. Одна из них

позволяет приготовить произвольное чистое состояние кукварта с исполь-

зованием только двух нелинейных кристаллов. Исследована возможность

приготовления в предложенной схеме перепутанных состояний куквартов,

получены экспериментальные результаты по двухфотонной интерферен-

ции и предложены методы улучшения ее видности, не требующие использо-

вания узкополосных частотных фильтров. Экспериментально реализована

схема для приготовления и квантовой томографии смешанных состояний

куквартов, позволяющая достичь высокого качества восстановления мат-

риц плотности смешанных состояний. Продемонстрировано приготовление

и томография смешанных состояний с различной энтропией, а также воз-
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можность преобразования состояний с диагональной матрицей плотности

в состояния общего вида.
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(1) (2)

Re

Рис. 2.11. Действительные части матриц плотности для преобразованно-

го частично когерентного состояния: ожидаемой (1) и экспериментально

восстановленной (2).
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Глава 3

Пространственные моды Шмидта в угловом

спектре бифотонного поля

Поляризационные степени свободы фотонов, которым посвящены преды-

дущие главы, в принципе позволяют реализовать кудиты сколь угодно

большой размерности. На практике, однако, трудно приготовить чистые

состояния с размерностью больше 4, т.к. эффективность генерации четы-

рех и более коррелированных фотонов в процессе СПР ограничена низкими

значениями нелинейностей высших порядков в существующих нелинейно-

оптических материалах. В то же время, для таких применений как линейно-

оптические квантовые вычисления или исследование квантовых случайных

блужданий требуется возможность создания и измерения оптических ку-

дитов с размерностью Гильбертова пространства порядка десятков и более.

Естественным инструментом для решения этой задачи является использо-

вание степеней свободы фотона с изначально бесконечномерным простран-

ством состояний, таких как частота или импульс. Эта глава посвящена

исследованию корреляций в угловом спектре СПР и экспериментальному

приготовлению и измерению состояний из дискретного базиса простран-

ственных мод Шмидта.
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§ 3.1. Угловой спектр СПР и пространственные кор-

реляции фотонов

Бифотоны, рождающиеся в процессе СПР, обладают непрерывным частотно-

угловым спектром. Рассмотрим его структуру более подробно. Феномено-

логическое описание СПР основывается на использовании эффективного

гамильтониана взаимодействия [12]:

H =

∫
V

d3r⃗χ(2)(r⃗)E(−)
p (r⃗)E(+)(r⃗))E(+)(r⃗) + H.c. (3.1)

Здесь Ep - поле накачки, предполагаемое классическим, E - оператор рас-

сеянного поля. Рассмотрим случай монохроматической накачки. Расчет в

первом порядке теории возмущений дает следующее выражение для состо-

яния рассеянного поля:

|Ψ⟩ = |vac⟩+
∫
dk⃗1dk⃗2Ψ(k⃗1, k⃗2) |1⟩k1 |1⟩k2,

Ψ(k⃗1, k⃗2) =

∫
V

d3r⃗χ(2)(r⃗)E(−)
p (r⃗) exp

[
i∆⃗r⃗

]
,

(3.2)

здесь ∆⃗ = k⃗1+k⃗2−k⃗p, ω1+ω2 = ωp. Для случая коллинеарного синхронизма

и широкого в поперечном направлении кристалла, можно получить следу-

ющее выражение для амплитуды бифотонного поля Ψ(k⃗1, k⃗2): [51, 56, 57]

Ψ(k⃗1, k⃗2) = Ep(k⃗1⊥ + k⃗2⊥)F(k⃗1⊥ − k⃗2⊥), (3.3)

где Ep(k⃗1⊥+ k⃗2⊥) - угловой спектр накачки, а F(k⃗1⊥− k⃗2⊥) - геометрический

фактор, определяемый параметрами кристалла.

В работах [56, 57] получено выражение для F не учитывающее эффек-

ты, вызванные анизотропией кристалла:

Ψ(k⃗1, k⃗2) = NEp(k⃗1⊥ + k⃗2⊥)sinc

[
L(k⃗1⊥ − k⃗2⊥)

2

4kp

]
, (3.4)
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здесь L - длина кристалла. Такое выражение для амплитуды бифотона

справедливо для случая слабо расходящейся накачки, более подробный

анализ показывает, что в случае накачки с широким угловым спектром

нужно учитывать зависимость показателя преломления для необыкновен-

ной волны от направления распространения волны в кристалле. Этот во-

прос был исследован в работах [20, 53], где показано, что для случая сильно

расходящейся накачки экспериментальные результаты лучше описываются

следующим выражением для амплитуды бифотона:

Ψ(k⃗1⊥, k⃗2⊥) ∝ E∗
p(k⃗1⊥ + k⃗2⊥)×

×sinc

{
L

2

[
ω

c
(k⃗1⊥ + k⃗2⊥) ·

∂np

∂k⃗p⊥
+

(k⃗1⊥ − k⃗2⊥)
2

2kp

]}
,

(3.5)

где значения kp и ∂np

∂k⃗p⊥
берутся при k⃗p⊥ = 0.

Пространственные корреляции в угловом спектре СПР проявляются в

существенном отличии ширин однофотонных и двухфотонных (условных)

угловых распределений в схеме, приведенной на Рис. 3.1.

В установке используются два точечных детектора, установленные в

дальней зоне (для наблюдения угловых распределений) объединенные схе-

мой совпадений, один из детекторов фиксирован, другой имеет возмож-

ность перемещаться. Распределение единичных отсчетов сканируемого де-

тектора соответствует безусловному одночастичному угловому распреде-

лению dwuncond/dk1,⊥x, а распределение совпадений отсчетов детекторов в

такой схеме - условному распределению dwcond/dk1,⊥x, где k1,⊥x – проекция

поперечной компоненты волнового вектора одного из фотонов на направ-

ление сканирования детектора. Изменяя ориентацию плоскости в которой

перемещается сканируемый детектор можно исследовать также и двумер-

ные распределения. Рассматриваемые распределения связаны с амплиту-

дой бифотона следующим образом:
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dwuncond

dk1,⊥x
=

∫
dk2,⊥x |Ψ(k1,⊥x, k2,⊥x)|2

dwcond

dx1
=

|Ψ(k1,⊥x, k2,⊥)|2∫
dk1,⊥x |Ψ(k1,⊥x, k2,⊥x)|2

∣∣∣∣∣
k2,⊥x=const

.

(3.6)

Если амплитуда бифотона представима в виде произведения двух мно-

жителей зависящих только от волновых векторов каждого из фотонов в

отдельности, т.е. Ψ( ⃗k1,⊥, ⃗k2,⊥) = Ψ1( ⃗k1,⊥)×Ψ( ⃗k2,⊥), оба распределения сов-

падают. Если это неверно, и состояние является нефакторизованным (пе-

репутанным), ширина условного распределения ∆k
(c)
1 меньше чем ширина

безусловного ∆k(s)1 . В работе [58] было предложено использовать отношение

этих величин Rk = ∆k
(s)
1 /∆k

(c)
1 в качестве количественной меры угловых

корреляций (в последствии эта величина получила название отношения

Федорова). Экспериментальные исследования [20, 53] показали, что для

СПР величина Rk может достигать очень больших (Rk ∼ 100) значений,

что свидетельствует о высокой степени перепутывания.

§ 3.2. Анализ перепутывания в угловом спектре с по-

мощью разложения Шмидта

Наиболее распространенным подходом к анализу перепутывания для

углового (и частотного) спектра СПР является использование разложения

по когерентным модам. Фактически, этот подход основан на «дискретиза-

ции» пространства состояний фотонов соответствующим выбором базиса

и переходу от непрерывного разложения по плоским волнам к дискретно-

му разложению по функциям из выбранного базиса ξi(k⃗1⊥,2⊥). Для произ-

вольного выбора разложения по модам для каждого из фотонов амплитуда
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бифотона приобретает следующий вид:

Ψ(k⃗1⊥, k⃗2⊥) =
∞∑

i,j=0

Cijξi(k⃗1⊥)ξj(k⃗2⊥). (3.7)

Оказывается, что надлежащим выбором базиса можно привести выра-

жение (3.7) к виду:

Ψ(k⃗1⊥, k⃗2⊥) =
∞∑
i=0

√
λiψi(k⃗1⊥)ψi(k⃗2⊥) (3.8)

называемому разложением Шмидта. Здесь базисные функции ψi(k⃗1,⊥) -

собственные функции одночастичной матрицы плотности ρ1,2(k⃗1,⊥, k⃗1,⊥), а

коэффициенты λi - соответствующие собственные значения, т.о. искомые

моды могут быть найдены из интегрального уравнения вида:

∫
ρ1,2(k⃗⊥, k⃗

′
⊥)ψi(k⃗⊥)dk⃗

′
⊥ = λiψi(k⃗⊥). (3.9)

Легко заметить, что в разложении Шмидта для факторизованного со-

стояния отличен от нуля только один коэффициент λ0. Для сильно перепу-

танного состояния напротив, коэффициенты λi убывают с ростом i медлен-

но. В качестве меры перепутывания естественно использовать обобщение

энтропии фон Неймана подсистем [59]:

E(|Ψ⟩) = −
∞∑
i=1

λi log2 λi. (3.10)

Однако вычисление энтропии требует нахождения всех собственных значе-

ний в разложении Шмидта, что удается сделать аналитически в редчайших

случаях, и представляет собой довольно сложную вычислительную задачу.

Значительно удобнее использовать в качестве характеристики перепутыва-

ния «среднее число мод Шмидта», определяемое числом Шмидта [60]:

K =
1∑∞

i=0 λ
2
i

, (3.11)
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которое также можно считать количественной характеристикой степени

перепутывания в системе.

Анализ степени перепутанности состояния с волновой функцией (3.4) с

помощью разложения Шмидта был проведен в работе [61]. Накачка полага-

лась гауссовой Ep = exp
[
− | ⃗k1⊥+ ⃗k2⊥|

σ2

]
. С помощью аппроксимации функции

F(k⃗1⊥ − k⃗2⊥) из (3.4) гауссовой кривой, авторам удалось получить анали-

тическое выражение для параметра Шмидта:

Kg =
1

4

(
bσ +

1

bσ

)2

, (3.12)

где b =
√

L
4kp

- ширина гауссоиды, моделирующей ∆(k⃗1⊥ − k⃗2⊥). В даль-

нейшем, мы будем называть эту процедуру «приближением двойной гаус-

соидой». Величина Kg определяется значением управляющего параметра

bσ и может достигать больших значений при bσ ≫ 1 и bσ ≪ 1. Численные

расчеты, выполненные для ∆(k⃗1⊥ − k⃗2⊥) = sinc
[
b(k⃗1⊥ − k⃗2⊥)

2
]
, показа-

ли, что в этом случае K > Kg для всех значений bσ. При небольших bσ

K также невелико (например, при bσ = 0.25, K ≈ 10.2). Авторами был

предложен способ увеличения числа Шмидта при фиксированных пара-

метрах накачки и кристалла путем фильтрации мод. Оказалось, что число

существенно отличных от нуля компонент в разложении Шмидта возрас-

тает, если «отрезать» компоненты углового спектра с малыми k⊥ с помо-

щью соответствующей маски. Например, убрав компоненты с k1,2⊥ ≤ 2σ

для bσ = 0.25 получим K ≈ 17.2, увеличение K выражено тем сильнее,

чем менее перепутанным было состояние до фильтрации. Дальнейшее ис-

следование влияния пространственной фильтрации мод на значение числа

Шмидта было проведено в работе [62], где авторы исследуют влияние на

него диафрагм и конечных апертур детектирования. Также в этой рабо-

те рассмотрен случай неколлинеарного синхронизма, в котором волновые
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функции становятся анизотропными, но тем не менее допускают фактори-

зацию.

§ 3.3. Структура пространственных мод Шмидта

Выбор базисного набора функций для разложения по когерентным мо-

дам (3.7) вообще говоря произволен и определяется удобством использова-

ния при анализе конкретной физической ситуации. Если рассматривается

распространение рассеянного излучения в пространстве, удобно использо-

вать в качестве базиса решения уравнения дифракции в параксиальном

приближении, т.е. моды Гаусса-Лагерра или Гаусса-Эрмита. Более того,

оказывается, что в хорошем приближении моды Гаусса-Эрмита являются

модами Шмидта для СПР в случае гауссовой накачки с не слишком боль-

шой расходимостью.

п.3.3.1. Моды Гаусса-Лагерра и перепутывание по уг-

ловому моменту фотонов

Введем на плоскости поперечных компонент волновых векторов k⃗⊥ по-

лярные координаты {k⊥, ϕ}. Моды Гаусса-Лагерра представляют собой функ-

ции следующего вида:

LGpl(k⃗⊥) ∝ L|l|
p

(
k2⊥

(∆k⊥)2

)
exp

(
− k2⊥
2(∆k⊥)2

)
× exp

(
ilϕ+ i

(
p− |l|

2

)
π

)
.

(3.13)

Здесь L|l|
p (x) - присоединенные полиномы Лагерра, ∆k⊥ - угловая ширина

моды. Радиальный индекс p определяет число нулей амплитуды в радиаль-

ном направлении, а азимутальный индекс l - набег фазы при обходе вокруг

начала координат (так называемый «топологический заряд» пучка). Мож-
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но показать, что пучки в моде Гаусса-Лагерра с ненулевым l обладают

орбитальным угловым моментом [63, 64]. Это справедливо и для интересу-

ющего нас случая единичных фотонов: фотон в моде Гаусса-Лагерра имеет

орбитальный угловой момент l~.

В выбранном базисе разложение (3.7) принимает вид:

Ψ(k⃗1⊥, k⃗2⊥) =
∑
l1,p1

∑
l2,p2

C l1,l2
p1,p2

LGp1,l1(k⃗1⊥)LGp2,l2(k⃗2⊥). (3.14)

В работах [65, 66] было показано, что орбитальный угловой момент со-

храняется в процессе СПР, т.е. в подпространстве состояний с фиксиро-

ванными индексами p1 и p2 выполняется равенство l0 = l1 + l2, где l0 -

азимутальный индекс пучка накачки.1 Этот закон сохранения приводит к

тому, что фотоны в паре перепутаны по орбитальному угловому момен-

ту, подобно тому, как закон сохранения поперечной компоненты импульса,

обеспечиваемый условиями фазового синхронизма, приводит к простран-

ственным корреляциям, рассмотренным в предыдущем параграфе. В под-

пространстве состояний бифотона с фиксированными значениями ради-

альных индексов разложение по модам Гаусса-Лагерра принимает форму

разложения Шмидта:

Ψ(k⃗1⊥, k⃗2⊥)p1,p2 =
∑
l

C l,(l0−l)
p1,p2

LGp1,l(
⃗k1 ⊥)LGp2,(l0−l)( ⃗k2 ⊥). (3.15)

В работе [69] подробно рассмотрены свойства такого разложения и пред-

ложено использовать его ширину (названную авторами «quantum spiral

bandwidth») для оценки степени перепутывания по орбитальному угловому
1Строго говоря, сохранение орбитального углового момента при СПР в общем случае ставится

под сомнение рядом авторов (см., например [67, 68]). Мы не будем останавливаться на этом вопро-
се подробно, тем более что практически все модели приводят к сохранению орбитального углового
момента в интересных для нас близких к коллинеарному режимах, что многократно подтверждено
экспериментально.
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моменту. Заметим, что хотя эта величина действительно дает оценку раз-

мерности эффективного гильбертова пространства для состояний с орби-

тальным угловым моментом, она не полностью характеризует перепутыва-

ние в системе, поскольку определена только для фиксированных значений

радиальных индексов. Избавиться от суммирования по второму радиаль-

ному индексу и полностью привести 3.15 к форме разложения Шмидта

можно только в приближении двойной гауссоидой [61].

Экспериментальному приготовлению пар фотонов в состояниях с нену-

левым орбитальным угловым моментом и исследованию перепутывания

по орбитальному угловому моменту посвящено значительное число работ

[70, 71, 72, 16, 73, 17, 74, 75, 76, 77, 78, 79]. Экспериментальное измерение

quantum spiral bandwidth было произведено в работах [79, 78]. Ниже мы

подробнее обсудим существующие экспериментальные методы.

п.3.3.2. Моды Гаусса-Эрмита как приближенные мо-

ды Шмидта бифотонного поля

Другим, не менее удобным, но менее используемым в литературе пред-

ставлением является разложение углового спектра по модам Гаусса-Эрмита:

HGnm(kx, ky) ∝ Hn

(
k2x

(∆kx)2

)
Hm

(
k2y

(∆ky)2

)
exp

(
−
k2x + k2y
2(∆k⊥)2

)
, (3.16)

где Hn(x) - полиномы Эрмита, а {kx, ky} - поперечные компоненты вол-

нового вектора накачки. Его свойствам посвящена работа [80]. Авторы ис-

следуют зависимость коэффициентов разложения от модовой структуры

накачки (также выраженной в терминах разложения по модам Гаусса-

Эрмита) а также зависимость весовых коэффициентов от соотношения

между выбранной шириной гауссовой функции в (3.16) и шириной мо-
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ды накачки. Сохраняющейся в процессе рассеяния величиной в данном

случае является пространственная четность пучка: четность произведения

HGn1m1
(k1x, k1y)×HGn2m2

(k2x, k2y) равна четности моды накачки.

Так же как и для разложения по модам Гаусса-Лагерра в (3.16) можно

перейти к суммированию по одной паре индексов, т.е. привести его к виду

разложения Шмидта, воспользовавшись приближением двойной гауссоиды

[61, 81]. Рассмотрим случай небольшой расходимости накачки, для которо-

го можно не учитывать линейное по углам рассеяния слагаемое в (3.5)2.

Хорошее приближение для малых σ дает замена sinc(x
2

σ2 ) → exp(−γ x2

σ2 ),

где коэффициент γ подбирается из условия «близости» обоих функций.

Хорошее приближение дает критерий равенства вторых моментов, соот-

ветствующий значению коэффициента γ = 0.863. Тогда волновая функция

(3.3) принимает вид:

Ψ(k⃗1, k⃗2) ∝ exp(−(k⃗1⊥ + k⃗2⊥)
2

2a2
) exp

(
−(k⃗1⊥ − k⃗2⊥)

2

2b2

)
, (3.17)

где параметр a определяет ширину углового спектра накачки, а b =
√

4kp/γL

- ширину синхронизма в кристалле. Видно, что волновая функция пред-

ставима в виде произведения множителей, зависящих только от компонент

k1,2x и k1,2y по отдельности, потому достаточно рассмотреть одномерную

задачу:

Ψ(k1x, k2x) =

√
2

πab
exp(−(k1x + k2x)

2

2a2
) exp

(
−(k1x − k2x)

2

2b2

)
. (3.18)

Можно показать, что решения уравнения (3.9) для такой волновой функ-
2Анизотропия распределений, вызываемая учетом этого слагаемого, несущественна при значениях

расходимости накачки и длины кристалла, соответствующих эксперименту, поэтому мы пользуемся
упрощенным выражением.

3Мы использовали несколько вариантов выбора значения коэффициента γ, например γ = 0.249
(вариант, использованный в работе [81]), соответствующий равенству ширин на полувысоте для рас-
сматриваемых функций. Наилучшее приближение для экспериментально полученных распределений
коэффициентов в разложении Шмидта дает критерий равенства вторых моментов (γ = 0.86)
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ции имеют вид [81]:

ψn(k1x,2x) =

(
2

ab

)1/4

ϕn

(√
2

ab
k1x,2x

)
, (3.19)

где ϕn(x) = (2nn!
√
π)−1/2e−x2/2Hn(x). Для соответствующих собственных

значений и числа Шмидта получаем:

λn = 4ab
(a− b)2n

(a+ b)2(n+1)
, K =

a2 + b2

2ab
. (3.20)

Таким образом, мы приходим к следующей форме разложения Шмидта

для углового спектра СПР в приближении двойной гауссоиды:

Ψ(k⃗1, k⃗2) =
∑
mn

√
λnλmψn(k1x)ψm(k1y)× ψn(k2x)ψm(k2y). (3.21)

Оценка полной степени перепутывания для такого двумерного волнового

пакета дается числом Шмидта K = Kx ×Ky = (a2 + b2)2/4a2b2.

Заметим, что разложение (3.21) - не единственная возможная форма

разложения Шмидта. Например, как отмечалось выше, оно может быть

получено и в виде разложения по модам Гаусса-Лагерра, что было сделано

в работах [61, 82]. При этом, естественно, значение числа Шмидта не зави-

сит от выбора базиса. Фактически, отличие между этими двумя представ-

лениями соответствует просто выбору полярной или декартовой системы

координат на плоскости поперечных компонент волновых векторов.

§ 3.4. Экспериментальные методы преобразования про-

странственных мод

Экспериментальное изучение свойств углового спектра параметриче-

ского рассеяния и использование пространственных степеней свободы фо-

тонов в протоколах квантовой информации требуют разработки методов
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приготовления состояний фотонов, описываемых модами высших поряд-

ков, и реализации проекционных измерений в базисе из этих мод. Методы

преобразования мод хорошо развиты для классических лазерных пучков.

За последнее десятилетие многие из них были перенесены на однофотон-

ный уровень и использованы как в фундаментальных исследованиях, так и

для решения прикладных задач. Этот параграф посвящен краткому обзору

существующих методик, некоторые из которых используются в оригиналь-

ном исследовании.

Существует несколько подходов, позволяющих преобразовать гауссов

пучок в одну из мод Гаусса-Лагерра или Гаусса-Эрмита. Общей идеей для

них является внесение неоднородной по сечению пучка разности фаз, со-

ответствующей нужной моде [83, 84, 85]. Для этого в пучок вносится фа-

зовая маска или голограмма, при дифракции на которой, пучок приобре-

тает необходимую фазовую структуру. Примеры фазовых масок, соответ-

ствующих некоторым из мод Гаусса-Эрмита и Гаусса-Лагерра, приведены

на Рис. 3.2. Обычно такие маски комбинируют с концентрирующей фа-

зовой дифракционной решеткой, «подсвечивающей» первый порядок ди-

фракции, чтобы избавиться от искажений, вызванных недифрагирован-

ными компонентами. С помощью таких комбинированных фазовых масок

возможно эффективное получение пучков достаточно высоких порядков

[86].

В настоящее время большое распространение в качестве фазовых эле-

ментов для преобразования пучков получили активные фазовые модуля-

торы света на основе жидкокристаллических матриц (SLM). Как правило,

используются матрицы на основе параллельно-ориентированных нематиче-

ских жидких кристаллов (VAN-матрицы) на кремниевой подложке (LCoS).

Каждая ЖК-ячейка такого устройства (пиксел) работает как двулучепре-
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Рис. 3.1. Простейшая схема эксперимента по наблюдению корреляций в

угловом спектре СПР.

Рис. 3.2. Фазовые маски, преобразующие гауссов пучок в моды Гаусса-

Эрмита HGnm (a) и Гаусса-Лагерра LGpl (b). Градация цвета от серого до

синего соответствует изменению фазы от 0 до π.
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ломляющая фазовая пластинка переменной толщины, внося фазовую за-

держку для поляризационной компоненты параллельной плоскости ори-

ентации жидких кристаллов. Вносимая задержка зависит от ориентации

кристаллов в плоскости и определяется приложенным к ячейке напряже-

нием. Размеры отдельных пикселов в современных фазовых модуляторах

порядка 10 микрон. С помощью таких устройств удается получить пучки

высокого качества в модах высших порядков [87].

Применяя технику преобразования классических пучков к единичным

фотонам можно реализовать как преобразования, так и измерения в ба-

зисах пространственных мод. Схема экспериментальной установки реали-

зующей проекционные измерения приведена на Рис. 3.3. Ключевым эле-

ментом схемы является одномодовое оптическое волокно, в котором может

распространяется только основная гауссова мода, т.е. HG00 или LG00 в

обозначениях предыдущего параграфа. Эта мода оптически сопрягается с

гауссовой модой входного пучка. Проекции на пучки высших порядков осу-

ществляются с помощью фазовой маски, которая преобразует соответству-

ющую ей моду в гауссову. Таким образом из всего модового состава пучка

в волокно «заходит» только мода, соответствующая установленной маске,

т.е. фотоотсчет детектора установленного после волокна соответствует де-

тектированию фотона в выбранной моде, что и реализует проекционное

измерение.

Одной из первых работ, посвященных экспериментальному приготовле-

нию единичных фотонов в состояниях с орбитальным угловым моментом,

была работа [71]. В качестве (квази)однофотонного источника использова-

лось излучение He-Ne лазера, ослабленное до < 0.3 нВт. В приготовитель-

ной части установки использовались фазовые голограммы, а измерения

углового момента проводились предложенным авторами интерферометри-
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ческим методом.

Полностью описанная выше схема проекционных измерений была впер-

вые реализована в работе группы Цайлингера [70], в которой впервые бы-

ло экспериментально продемонстрировано препутывание фотонов по ор-

битальному угловому моменту. Авторы использовали пары фотонов, рож-

давшиеся в процессе СПР в неколлинеарном режиме. Помещая в оба пуч-

ка фазовые голограммы, они наблюдали корреляции по угловому момен-

ту, проявлявшиеся в отсутствии совпадений в случае, когда установленные

маски соответствовали ортогональным модам, и максимальное количество

совпадений для одинаковых масок при гауссовом пучке накачки. Если пу-

чок накачки сам обладал орбитальным угловым моментом, максимум сов-

падений наблюдался для масок, соответствующих модам, азимутальные

индексы которых удовлетворяли соотношению l1 + l2 = lp, в полном соот-

ветствии с законом сохранения орбитального углового момента при СПР. В

дальнейшем авторы использовали разработанные методы для приготовле-

ния оптических кутритов и реализации на их основе протокола квантового

распределения ключа [16, 73]. Использованию SLM для приготовления и

измерения пространственных кудитов на основе состояний с орбитальным

угловым моментом посвящена работа [88].

Работы группы Бойда [79, 89] посвящены изучению корреляций сопря-

женных переменных азимутальный угол – орбитальный угловой момент.

Для проекции на состояния, соответствующие определенному значению

азимутального угла использовались маски в виде угловой щели, а для со-

стояний с определенным угловым моментом - фазовые маски. Также ав-

торами с помощью непосредственных измерений была определена ширина

распределения по азимутальному индексу l (spiral bandwidth) для СПР.

Квантовая томография состояний с орбитальным угловым моментом ре-
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ализована в работе [90]. Авторы использовали состояния со значениями

вплоть до l . 30, но ограничивались только четырехмерными подпростран-

ствами, натянутыми на базисные векторы |−l,−l⟩ , |−l, l⟩ , |l,−l⟩ , |l, l⟩. Про-

извольные квантовые состояния из подпространства c l = ±2 удалось при-

готовить тем же авторам, используя маски, соответствующие суперпози-

циям мод Гаусса-Лагерра и Гаусса-Эрмита [76].

Отдельно следует отметить работу [78], в которой была с высокой точ-

ностью измерена величина spiral bandwidth с помощью косвенных методов.

Данные о коэффициентах в разложении по модам Гаусса-Лагерра получа-

лись с помощью преобразования Фурье зависимости видности интерферен-

ции типа Хонга-Оу-Манделя от угла поворота одного из интерферирующих

пучков вокруг своей оси.

§ 3.5. Реализация проекционных измерений в базисе

мод Шмидта

Основной задачей, решаемой нами в этой части работы, была экспери-

ментальная демонстрация возможности осуществления проекционных из-

мерений в базисе пространственных мод Шмидта в бифотонном поле. В

отличие от предыдущих работ, нами был выбран базис мод Гаусса-Эрмита.

Такой выбор продиктован с одной стороны простым видом преобразую-

щих моды фазовых транспарантов (Рис. 3.2 (a)). С другой стороны, сим-

метричность распределения по модам относительно индексов m и n делает

такой выбор удобным для изучения двумерной структуры распределения

по модам, необходимой для полной характеризации перепутывания в си-

стеме. Напомним, что в экспериментах с модами Гаусса-Лагерра, насколь-

ко нам известно, до сих пор ограничивались лишь модами с различными
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азимутальными индексами, т.е. выбиралось либо какое-то фиксированное

значение радиального индекса, либо суммировался вклад от всех мод с

различными значениями радиального индекса. Была поставлена задача об

измерении распределения по модам Шмидта посредством прямых проекци-

онных измерений, которая, насколько нам известно, до настоящего времени

не была полностью решена экспериментально.

Прежде всего, нас интересовал вопрос о применимости приближения

двойной гауссоиды для описания реальной экспериментальной ситуации.

Мы использовали кристалл BBO типа I длиной 2 мм, накачкой служило

излучение непрерывного гелий-кадмиевого лазера на длине волны λp =

325 нм. Угловая ширина синхронизма в частотно-вырожденном режиме

(для оценки - в пренебрежении расходимостью накачки) для такого кри-

сталла - параметр b в формуле (3.17) составляет b = 0.037 рад. Для наших

целей удобно подобрать расходимость накачки таким образом, чтобы чис-

ло Шмидта было не очень большим. Поэтому мы фокусировали накачку

на кристалл с помощью кварцевой линзы с фокусным расстоянием 150 мм.

Измеренное значение расходимости накачки - параметр a в формуле (3.17)

a = (5.8 ± 0.1) мрад4. Мы произвели численный расчет собственных зна-

чений и собственных функций для матрицы плотности, соответствующей

точной волновой функции (3.5). Расчет производился следующим образом:

в качестве базиса были выбраны моды Гаусса-Эрмита, соответствующие

модам Шмидта для приближенной волновой функции (3.18). Мы ограни-

чились набором из 10 низших мод (что обеспечивает вычисление числа

Шмидта с точностью до третьего десятичного знака). Вычислялись мат-
4Нужно учитывать, что все формулы предыдущего параграфа записаны без учета изменения углов

при преломлении на границе кристалла, поэтому при сравнении с экспериментом соответствующие
угловые величины для накачки нужно делить, а для сигнала СПР умножать на коэффициент прелом-
ления ne(λp) = no(λs) = 1.667.
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ричные элементы матрицы плотности в этом базисе, после чего находи-

лись ее собственные значения и собственные функции. Результаты рас-

чета в сравнении с приближенными модами Гаусса-Эрмита приведены на

рис. 3.4. Можно констатировать неплохое соответствие приближенных мод

реальным, во всяком случае, можно ожидать, что фазовые голограммы,

соответствующие этим модам, будут близки к таковым для мод Гаусса-

Эрмита. Отметим, что для размера перетяжки5 в фокальной плоскости

линзы было экспериментально получено значение wp = (25 ± 1) мкм, что

соответствует параметру качества пучка M 2 = 1.4. Таким образом, пучок

накачки не вполне гауссов, и на вопрос о том, будут ли моды Шмидта

для такой системы действительно близки к модам Гаусса-Эрмита, можно

ответить только экспериментально.

Для преобразования мод использовался пространственный фазовый мо-

дулятор (SLM) c жидкокристаллической матрицей на основе параллельно-

ориентированных нематических жидких кристаллов (VAN-матрицы) на крем-

ниевой подложке изготовленный фирмой Cambridge Correlators. Матрица

состоит из 1280х720 пикселов размером около 10 мкм каждый и работает

на отражение. Используемый SLM представляет собой 8 битное устрой-

ство, т.е. напряжение на ЖК ячейке кодируется 8 двоичными разрядами.

Согласно данным производителя и проведенной нами калибровке SLM вно-

сит фазу от 0 до 0.8π. Для того чтобы получить необходимый нам фазовый

сдвиг π, мы использовали двойное отражение от SLM. Матрица работает

как фазовый модулятор только для определенного направления линейной

поляризации, которое для нашего устройства составляет 42◦ с вертикалью.

При этом углы падения невозможно сделать очень малыми из-за геометри-
5Здесь и далее под "размером перетяжки"мы будем понимать параметр w, стоящий в показателе

экспоненты в зависимости интенсивности от расстояния до центра пучка: I(r) = I0e
− r2

w2 .
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SMF
LPMSPDC D

Рис. 3.3. Схема проекционных измерений в базисе пространственных мод.

PM - фазовая маска, SMF - одномодовое оптическое волокно, L - объектив,

сопрягающий моду волокна с гауссовой модой входного пучка.

Собственные функции

n=0 n=1 n=2

Собственные
значения
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-0.02-0.04 0.02 0.04 -0.02 0.02 0.04

Рис. 3.4. Численно рассчитанные моды Шмидта в сравнении с модами

Гаусса-Эрмита и соответствующие собственные значения.
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ческих ограничений, связанных с большими размерами падающих пучков,

что приводит к нежелательным поляризационным эффектам при отраже-

нии от установленного параллельно модулятору диэлектрического зерка-

ла (см. рис. 3.5). Для минимизации этих эффектов непосредственно перед

и после модулятора были установлены поляризаторы, ориентированные в

рабочем направлении устройства. Также важно, что техническое ограниче-

ние на возможную фазовую задержку вынудило нас работать в нулевом по-

рядке дифракции, поскольку фазовая решетка, «подсвечивающая» первый

порядок, должна вносить сдвиг фаз 2π на период решетки, что возможно

только при тройном отражении.

Для демонстрации возможности качественного преобразования простран-

ственных мод с помощью данного устройства мы использовали эксперимен-

тальную схему, изображенную на рис. 3.5. Источником служило ослаблен-

ное излучение полупроводникового лазера с длиной волны генерации 650

нм. Лазерный пучок пропускался через одномодовое оптическое волокно

и фокусировался объективом для микроскопа кратностью увеличения 20Х

таким образом, чтобы расходимость получаемого пучка соответствовала

угловой ширине нулевой моды Шмидта на рис. 3.4, а положение перетяж-

ки соответствовала будущему местоположению нелинейного кристалла. Та-

ким образом, мы получали строго одномодовое излучение с параметрами

гауссова пучка совпадающими с ожидаемыми для мод Шмидта. Пучок кол-

лимировался с помощью 145 мм линзы и после двойного отражения от

фазового модулятора фокусировался в подключенное к детектору одномо-

довое волокно 8Х кратным объективом для микроскопа. При этом размер

перетяжки пучка совпадал с размером фундаментальной моды волокна

(4.6 мкм). Заметим, что фокусное расстояние линзы подбиралось именно из

условия сопряжения мод и однозначно соответствует угловой ширине нуле-
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Диодный лазер
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SLM
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Рис. 3.5. Схема установки для преобразования лазерного пучка в моды

Гаусса-Эрмита. SMF- одномодовое волокно; O1,2,3 - микрообъективы; L -

линза с F = 145 мм; P - поляризаторы; D - однофотонный детектор с во-

локонным входом. Пространственный фазовый модулятор изображен для

простоты в виде маски PM, в реальности это система из SLM и диэелектри-

ческого зеркала M, работающая на отражение (см. подробности в тексте).
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вой моды Шмидта. На фазовом модуляторе отображались маски, соответ-

ствующие модам Гаусса-Эрмита (см. рис. 3.2). Положение скачка фазы для

мод TEM10 и TEM01, которое должно в точности соответствовать центру

пучка, подбиралось из условия минимума скорости счета детектора, т.е. из

условия ортогональности моды, получаемой в результате преобразования,

фундаментальной TEM00 моде волокна. Аналогично подбиралось рассто-

яние между фазовыми скачками, соответствующими нулям мод TEM20 и

TEM02. Эти два параметра однозначно определяли положение и форму

фазовых масок для всех остальных мод. Если определить «видность» на-

блюдаемой картины как отношение скорости счета детектора для моды

TEMmn к скорости счета для непреобразованого гауссова пучка TEM00:

V = (R00−Rmn)/(R00+Rmn), то практически для всех мод с 0 ≤ m,n ≤ 4

мы получили значения превышающие 97%, что свидетельствует о высоком

качестве осуществления преобразования даже в нулевом порядке дифрак-

ции. Исключение составляют моды TEM01 и TEM11, для которых получен-

ная видность не превосходит 90%. Мы относим этот факт на счет худшей

юстировки оптических элементов (в особенности объективов) вдоль верти-

кальной оси, что объясняется исключительно конструктивными особенно-

стями микрометрических подвижек, на которых установлены эти элемен-

ты. Гистограмма скорости счета детектора для различных мод приведена

на рис. 3.6.

Чтобы выяснить, соответствует ли пространственная структура полу-

чаемых мод модам Гаусса-Эрмита, мы перемещали торец волокна в фо-

кальной плоскости объектива O3. При этом зависимость скорости счета

детектора от координаты определяется сверткой соответствующей функ-
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ции Гаусса-Эрмита и нулевой гауссовой моды:

R(x) ∝
∫ ∞

−∞
Hnm(x̃/a) exp

(
−x̃

2

a2

)
exp

(
−(x− x̃)2

a2

)
dx̃, (3.22)

где a - размер перетяжки пучка. Полученные зависимости для горизон-

тальных мод представлены на рис. 3.7 и имеют характерный вид кривых

с двумя максимумами, положение которых зависит от номера моды, эта

зависимость для «горизонтальных» (m=0) и «вертикальных» (n=0) мод, и

теоретическая зависимость для мод TEMn0 и TEM0m приведена на рис. 3.8.

При замене фундаментального гауссова лазерного пучка на излучение

спонтанного параметрического рассеяния, описанная выше схема превра-

щается в схему проекционных измерений в базисе мод Гаусса-Эрмита. Пол-

ная схема экспериментальной установки изображена на рис. 3.10. Накачка

фокусировалась в кристалл BBO толщиной 2 мм с помощью кварцевой

линзы L1 с фокусным расстоянием F1 = 150 мм. Эта линза устанавлива-

лась конфокально линзе L2, фокусное расстояние которой (F2 = 145 мм)

было подобрано согласно описанному выше критерию сопряжения моды

волокна и нулевой моды Шмидта. Излучение накачки отсекалось с помо-

щью ультрафиолетового зеркала UVM, после чего производилась частот-

ная фильтрация излучения СПР с помощью интерференционного фильтра

IF. Использовавшиеся фильтры имели центр полосы пропускания на длине

волны 650 нм и ширину полосы пропускания 40 нм или 10 нм. Существен-

ного улучшения видности при измерениях с использованием более узкопо-

лосного фильтра замечено не было, все данные приводимые в дальнейшем

получены с 40 нм фильтром. Фотоны из пары разделялись на неполяри-

зационном 50% светоделителе. В проходящем канале был установлен про-

странственный фазовый модулятор, после которого излучение фокусирова-

лось в одномодовое волокно 8X микрообъективом. Волокно подключалось
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Рис. 3.6. Скорость счета детектора для лазерного пучка преобразованного

в моды TEMmn. Торец волокна установлен в положение, соответствующее

x = 0 на рис. 3.7.

(1) (2)

y

Рис. 3.7. Скорость счета детектора при сканировании торца волокна для

лазерного пучка, преобразованного в различные моды. (1) - сканирование

в горизонтальном направлении, (2) - в вертикальном.
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Рис. 3.8. Зависимость положения максимумов при перемещении торца во-

локна от номера моды для преобразования лазерного пучка. Видна сим-

метрия горизонтальных и вертикальных мод, и количественное отличие в

∼ 1.4 раза от расчетных значений (см. текст).

TEM00

с
ко

р
о
с
ть

 с
ч
е
та

с
о
в
п
а
д

е
н
и

й
, 
(Г

ц
)

R
c

TEM10

с
ко

р
о
с
ть

 с
ч
е
та

с
о
в
п
а
д

е
н
и

й
, 
(Г

ц
)

R
c

(1) (2)

Рис. 3.9. Скорость счета совпадений для излучения СПР при различных

масках в канале с фазовым модулятором. В отраженном канале выделяется

мода TEM00 - (1) и TEM10 - (2).
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к однофотонному детектору (лавинный фотодиод от Perkin-Elmer) В отра-

женном канале излучение фокусировалось таким же объективом в одномо-

довое волокно либо в многомодовое волокно с диаметром жилы порядка 50

мкм. В случае одномодового волокна в этом канале также осуществлялась

проекция на фундаментальную гауссову моду, при установке же многомо-

дового волокна детектор D2 регистрировал сразу все пространственные

моды. Чтобы изменять регистрируемую в отраженном канале моду, туда

вносилась фазовая маска, изготовленная из двух стеклянных пластин (по-

кровных стекол для микроскопа), толщина которых отличалась на величи-

ну близкую к kπ, k ∈ Z, приклеенных к подложке из предметного стекла.

Такая конструкция позволяла заменить второй фазовый модулятор света,

ограничиваясь правда преобразованиями в моды с n,m = 1.

Можно ожидать, что в случае, если приближение двойной гауссоидой

действительно оправдано, и моды Шмидта близки к модам Гаусса-Эрмита,

то совпадения фотоотсчетов детекторов в рассматриваемой эксперимен-

тальной схеме будут возникать только в случае, если в проходящем и отра-

женном канале выделяются одинаковые моды. В случае выделения различ-

ных мод в разных каналах совпадений не будет, поскольку в разложении

(3.8) присутствуют только слагаемые с одинаковыми значениями индексов.

Именно этот факт может служить в качестве экспериментально проверяе-

мого критерия близости выделяемых в нашей схеме мод Гаусса-Эрмита к

истинным модам Шмидта. На рис. 3.9 (1) представлена гистограмма скоро-

сти счета совпадений для случая, когда в проходящем канале выделялись

последовательно все моды TEMmn, 0 ≤ m,n ≤ 4, а в отраженном - мода

TEM00. Полученные значения видности V = (R00 −Rmn)/(R00 +Rmn), где

Rmn - скорость счета совпадений при проекции на моду TEMmn в прохо-

дящем канале, составили более 94% для всех мод, за исключением TEM01
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Рис. 3.10. Схема экспериментальной установки для реализации проекци-

онных измерений в базисе мод Шмидта. L1 - кварцевая линза с F = 150

мм; L2 - линза с F = 145 мм; BBO - кристалл BBO толщиной 2 мм, установ-

ленный в общем фокусе линз L1 и L2; UVM - УФ зеркало, фильтрующее

излучение накачки; IF - интерференционный фильтр с центром полосы

пропускания 650 нм и шириной полосы 40 нм (иногда использовался 10

нм фильтр); BS - неполяризационный 50% светоделитель; O1,2 - 8X мик-

рообъективы, PM - пространственный фазовый модулятор (для простоты

изображен работающим на пропускание); PM2 - фазовая маска, выполнен-

ная в виде стеклянной пластинки переменной толщины (см. текст); SMF -

одномодовое волокно; SМF/MMF - одномодовое или многомодовое волок-

но в зависимости от типа эксперимента (см. текст); D1,2 - однофотонные

детекторы с волоконным входом (лавинные фотодиоды Perkin-Elmer). В

эксперименте по построению «скрытых изображений» мод (см. текст) ис-

пользовалась вертикальная щель S шириной 200 мкм.
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и TEM11. Из сравнения с рис. 3.6 можно заключить, что отличия видно-

сти от 100% скорее объясняется недостатками юстировочной процедуры,

общими для экспериментов с СПР и лазерными пучками, чем отличием

детектируемых мод от мод Шмидта. Таким образом, можно утверждать,

что предложенная процедура действительно реализует проекционные из-

мерения в базисе мод Шмидта.

Как и следовало ожидать, при установке в отраженном канале мас-

ки, соответствующей моде TEM10, наибольшая скорость счета совпадений

имеет место для сопряженной моды. Экспериментально полученное рас-

пределение для этого случая приведено на рис. 3.9 (2). Худшая видность

картины по сравнению с рис. 3.9 (1) объясняется главным образом низким

качеством стеклянной маски, использованной для преобразования мод в

отраженном канале.

Дальнейшее подтверждение близости пространственной структуры де-

тектируемых мод Шмидта и модельных мод Гаусса-Эрмита можно полу-

чить из анализа зависимости скорости счета совпадений при перемещении

торца волокна в фокальной плоскости объектива в канале с фазовым мо-

дулятором. Можно ожидать, что эта зависимость будет описываться выра-

жением вида (3.22). Экспериментально полученные зависимости для ска-

нирования в горизонтальной плоскости приведены на рис. 3.11. Заметим,

что характерная зависимость с двумя максимумами проявляется только в

распределении совпадений, в то время как количество единичных отсчетов

сканируемого детектора ведет себя монотонно, как и следовало ожидать

для многомодового излучения. Заметно лишь уменьшение количества от-

счетов в максимуме с ростом номера моды, далее мы подробно исследуем

эту зависимость. Положения максимумов зависят от номера моды анало-

гично случаю лазерного пучка. Обе зависимости для сравнения представ-
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лены на рис. 3.13.

Полностью аналогичные зависимости для скорости счета совпадений

получались и при сканировании торца одномодового волокна в отражен-

ном канале (см. рис. 3.12). При этом, естественно, распределения единич-

ных отсчетов вообще не зависели от выделяемой в сопряженном канале

моды. Этот эффект является непосредственным проявлением простран-

ственных корреляций в спектре СПР и по своей природе схож с хорошо

известным явлением «скрытой интерференции» (ghost interference) [91]. За-

метим, что наблюдаемое уменьшение скорости счета совпадений в точке,

соответствующей центральному положению волокна, практически до ну-

ля - интерференционный эффект, свидетельствующий о пространственной

когерентности выделяемых мод. Таким образом, этот результат может слу-

жить подтверждением одного из основных свойств мод Шмидта - их про-

странственной когерентности.

Форму выделяемых когерентных мод можно наблюдать и непосред-

ственно. Для этого одномодовое волокно в отраженном канале заменялось

на многомодовое, играющее роль «большого» детектора, собирающего все

пространственные моды. Перед объективом в отраженном канале устанав-

ливалась вертикальная щель шириной 200 мкм. Зависимость скорости сче-

та совпадений, получаемая при перемещении щели в горизонтальном на-

правлении, повторяет форму моды, выделяемой в проходящем канале (так

называемое, «скрытое изображение»). Полученные зависимости для пер-

вых трех мод HG00,HG10,HG20, соответственно, представлены на рис. 3.14.

Сплошные кривые на графиках соответствуют аппроксимации функциями

Гаусса-Эрмита6.
6С дополнительным Гауссовым множителем, учитывающим протяженность щели в вертикальном

направлении и соответствующее изменение интегральной интенсивности.
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(1) (2)

Рис. 3.11. Скорость счета совпадений (1) и единичных отсчетов (2) при

сканировании торца волокна в канале с фазовым модулятором при проек-

ции на различные моды. Сканирование производилось в горизонтальном

направлении.
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Рис. 3.12. Скорость счета совпадений при сканировании торца волок-

на в отраженном канале (канале без фазового модулятора) при проек-

ции на различные моды. Сканирование производилось в горизонтальном

направлении.
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Рис. 3.13. Зависимость положения максимумов при перемещении торца

волокна в канале с фазовым модулятором от номера моды. Для сравнения

приведена зависимость для лазерного пучка (синие треугольники) и для

мод согласно модели двойной гауссоиды (красные круги).

Рис. 3.14. Скорость счета совпадений при сканировании щели в отражен-

ном канале. При этом одномодовое волокно заменено на многомодовое, что

позволяет наблюдать «скрытое изображение», повторяющее форму моды,

выделяемой в канале с фазовым модулятором. Приведены зависимости для

первых трех мод.
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Как отмечалось выше, количество единичных отсчетов детектора в ка-

нале с фазовым преобразователем при положении волокна, соответствую-

щем максимуму гауссовой моды, уменьшается с ростом номера детекти-

руемой моды. Действительно, состояние каждого из фотонов пары описы-

вается матрицей плотности, которая в базисе мод Шмидта ψnm(k⃗i) имеет

вид:

ρ(k⃗i, k⃗′i) =
∑
n,m

λnmψnm(k⃗i)ψnm(k⃗′i), (3.23)

где i = 1, 2 - индекс, нумерующий фотоны. Поэтому, скорость счета детек-

тора D1: R1mn ∼ ⟨ψmn| ρ |ψmn⟩ ∼ λmn пропорциональна соответствующе-

му собственному значению, «весу» с которым мода входит в разложение

Шмидта. Таким образом, анализируя скорость счета единичных отсчетов

мы получаем возможность определить собственные значения в разложении

Шмидта. На рис. 3.15 (1) представлена диаграмма скорости счета детек-

тора D1 для различных мод Шмидта, ее следует сравнить с распределени-

ем собственных значений матрицы плотности в базисе мод Гаусса-Эрмита,

представленном на рис. 3.15 (2). Количественной оценкой соответствия ре-

зультатов эксперимента и теоретических предсказаний может служить ве-

личина fidelity

F = Tr
√√

ρρ(exp)
√
ρ =

∑
m,n

√
λmnλ

(exp)
mn , (3.24)

где экспериментальная оценка для матричных элементов λ(exp)mn = (R1mn −

R0)/
∑

mnR1mn учитывает нормировку, обеспечивающую равенство едини-

це следа матрицы плотности, и вычет постоянного шумового сигнала R0,

основной вклад в который дает посторонняя засветка и недифрагировав-

шая часть излучения СПР. Экспериментальным данным, приведенным на

рис. 3.15 соответствует значение F = 0.92± 0.03.
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Количественная оценка числа Шмидта может быть получена из ана-

лиза одномерного распределения мод типа TEMm0, приведенного на рис.

3.16. Это распределение прекрасно аппроксимируется экспоненциальной

зависимостью вида R1m0 = R0 + C exp(−γn) (коэффициент корреляции

R2 = 0.993). Используя выражение (3.20) для числа Шмидта получаем,

что λn+1/λn = (Kx − 1)/(Kx + 1), откуда нетрудно получить оценку для

числа Шмидта в виде:

Kx =
eγ + 1

eγ − 1
. (3.25)

Таким образом, экспериментальная оценка для числа Шмидта Kx = 3.1±

0.9. Аналогичная процедура для распределения весов «вертикальных» мод

R0n дает значение Ky = 2.7 ± 0.5. Оба значения хорошо согласуются со

значением K = 2.97, получаемым из (3.20) при соответствующих условиям

эксперимента значениях параметров a = 5.8× 10−3 и b = 0.037.

Качественно поведение измеренных собственных значений полностью

соответствует как модельной зависимости в приближении двойной гаус-

соиды, так и результатам численного расчета. Небольшие количественные

расхождения нельзя объяснить статистическими флуктуациями. Частично

их можно отнести на счет обнаруженных нами долговременных колебаний

сигнала, связанных скорее всего с непостоянством температуры. Как по-

казали эксперименты, даже незначительные смещения пучка относительно

волокна приводят к существенным различиям в скорости счета как совпа-

дений, так и единичных отсчетов. Например, работа кондиционера, поддер-

живающего температуру в помещении постоянной с точностью до 1− 2◦C

приводит к четко прослеживающейся периодической зависимости сигна-

ла от времени с периодом порядка 10 минут. Поэтому значения скоростей

счета для разных мод полученные в различные моменты времени (длитель-

ность экспозиции для каждого измерения в среднем составляла 2 минуты)
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(1) (2)

Рис. 3.15. Распределение собственных значений в Шмидтовском базисе.

(1) Скорость счета детектора D1 в канале с фазовым модулятором в зави-

симости от детектируемой моды. (2) Собственные значения матрицы плот-

ности в базисе мод Гаусса-Эрмита (т.е. в приближении двойной гауссоиды).
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Рис. 3.16. Распределение собственных значений в Шмидтовском базисе.

Красным цветом изображены экспериментально полученные значения, се-

рым - расчетные, соответствующие экспоненциальной зависимости в при-

ближении двойной гауссоиды.
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могут соответствовать разным уровням общего сигнала. Именно величина

этих колебаний указана как оценка ошибки на рис. 3.16. Полная тепло- и

виброизоляция экспериментальной установки должна устранить эти изме-

нения. Существенный вклад в различие экспериментальных и рассчитан-

ных значений, как нам представляется, вносит отличие угловой ширины

излучения попадающего в апертуру детектора от полной ширины углово-

го спектра СПР. Очень резкая зависимость скорости счета от положения

волокна относительно фокуса микрообъективов имеет максимум при по-

ложении, несколько отличающемся от точного фокуса. Кроме того, прини-

маемая в расчетах гауссовой, накачка, на самом деле имеет, расходимость

в M2 = 1.4 раз большую чем дифракционная, что очевидно должно изме-

нить форму распределения. Тем не менее, представленные результаты, на

наш взгляд, позволяют с уверенностью говорить о принципиальной рабо-

тоспособности предложенной схемы проекционных измерений в базисе мод

Гаусса-Эрмита и ее пригодности для количественных измерений.

§ 3.6. Заключение к главе 3

Нами было проанализировано пространственное перепутывание в угло-

вом спектре спонтанного параметрического рассеяния с точки зрения раз-

ложения по пространственным модам Шмидта. Показано, что в приближе-

ниях вполне соответствующих экспериментальным условиям можно счи-

тать моды Шмидта близкими по форме к модам Гаусса-Эрмита. Это поз-

волило реализовать экспериментальную схему проекционных измерений в

Шмидтовском базисе на основе преобразования пространственных мод с

помощью пространственного фазового модулятора. Было эксперименталь-

но продемонстрировано высокое качество преобразования фундаменталь-
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ного гауссова пучка в различные моды высших порядков. Для многомодо-

вого излучения СПР была экспериментально продемонстрирована возмож-

ность фильтрации заданной пространственной моды с помощью фазового

модулятора и одномодового оптического волокна. Экспериментально под-

тверждена близость мод Гаусса-Эрмита к реальным модам Шмидта для

углового спектра бифотонного поля. Измерено распределение собственных

значений, соответствующих модам Шмидта, и получено разумное соответ-

ствие с расчетными значениями. Получена полная двумерная структура

модового разложения амплитуды бифотона в базисе мод Шмидта, что на-

сколько нам известно, сделано впервые. Разработанные методики, позволя-

ющие осуществлять преобразования и измерения в ортогональном базисе

пространственных мод, могут служить основой экспериментальной реали-

зации многих протоколов квантовой информации, требующих использова-

ния систем высокой размерности. Также отметим, что характеризация про-

странственного перепутывания на основе прямых измерений представляет

собой важную с фундаментальной точки зрения задачу, один из возмож-

ных путей решения которой осуществлен в данной работе.
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Заключение

В заключении сформулируем основные результаты диссертационной ра-

боты.

1. Рассмотрен вопрос о возможности представления поляризационных

состояний пары фотонов как состояния пары различимых кубитов. В

случае бифотона, т.е. пары фотонов, рождающихся в процессе спон-

танного параметрического рассеяния света положительный ответ на

этот вопрос обеспечивают дополнительные ограничения, накладывае-

мые условиями фазового синхронизма. Подробно рассмотрен пример

протокола квантовой телепортации в системе тождественных фото-

нов. С учетом перестановочной симметрии в явном виде показано, что

описание протокола в системе тождественных частиц эквивалентно

описанию в системе различимых кубитов.

2. Предложены методы приготовления произвольного, наперед задан-

ного состояния кукварта, использующие бифотоны невырожденные

по частоте. Исследована возможность приготовления в предложен-

ной схеме перепутанных состояний куквартов, получены эксперимен-

тальные результаты по двухфотонной интерференции и предложены

методы улучшения ее видности, не требующие использования узкопо-

лосных частотных фильтров. Экспериментально реализована схема

для приготовления и квантовой томографии смешанных состояний

куквартов, позволяющая достичь высокого качества восстановления
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матриц плотности смешанных состояний. Продемонстрировано при-

готовление и томография смешанных состояний с различной энтро-

пией, а также возможность преобразования состояний с диагональной

матрицей плотности в состояния общего вида.

3. Проанализировано пространственное перепутывание в угловом спек-

тре спонтанного параметрического рассеяния с точки зрения разло-

жения по пространственным модам Шмидта. Экспериментально про-

демонстрирована возможность фильтрации заданной пространствен-

ной моды с помощью фазового модулятора и одномодового оптиче-

ского волокна. Экспериментально подтверждена близость мод Гаусса-

Эрмита к реальным модам Шмидта для углового спектра бифотонно-

го поля. Измерено распределение собственных значений, соответству-

ющих модам Шмидта, и получено разумное соответствие с расчет-

ными значениями. Получена полная двумерная структура модового

разложения амплитуды бифотона в базисе мод Шмидта.
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